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ОТ АВТОРОВ
В последнее время наблюдается явное смещение центра тя­
жести естественно-научных исследований в сторону биологиче­
ских и медико-биологических наук. Объясняется это как изме­
нениями в отношении общества к ценности человеческой жизни, 
так и возросшей возможностью проведения сложных экспери­
ментальных и теоретических исследований в области науки о 
живом.
Математическая биология и теоретическая биофизика -  мо­
лодые, быстро развивающиеся области науки, целью которых 
является фундаментальное объяснение и количественное пред­
сказание различных биологических процессов и явлений. Что­
бы понять методы, используемые математической биологией 
и биофизикой, и профессионально овладеть ими, необходимо 
знать фундаментальные законы тех разделов физики, на кото­
рые опираются биологические науки.
В известных учебниках и монографиях по биофизике и ма­
тематической биологии предполагается, что эти законы читате­
лям известны, или же их изложение дается очень конспективно, 
без объяснения деталей, играющих фундаментально важную 
роль. Поэтому существует настоятельная необходимость в учеб­
ном пособии, которое помогло бы студентам, изучающим теоре­
тическую биологию, познакомиться с физическими законами, 
лежащими в основе этого раздела биологии. Конечно, ограни­
ченный объем пособия не позволяет включить в него все разде­
лы физики, используемые во всех областях теоретической 
биофизики -  от молекулярной биологии до популяционных тео­
рий и математических моделей эволюции живого.
При отборе материала для пособия мы учитывали, что мето­
ды описания широкого класса биофизических явлений, проте­
кающих как на организменном, так и на популяционном уровне, 
основаны на законах молекулярной физики, теории тепломас- 
сопереноса и гидродинамики. Основы статистической термоди­
намики низкомолекулярных систем, полимеров и жидких кри­
сталлов, т. е. веществ, из которых состоят живые организмы, 
рассмотрены в пособии [1]. Цель данного пособия -  познако­
мить студентов с теорией тепломассопереноса и гидродинами­
ки, иначе -  с теми явлениями, которые лежат в основе многих 
биофизических процессов.
Мы предполагаем, что данный курс -  первое систематиче­
ское знакомство студентов с этими разделами науки, поэтому 
рассматриваем только основные уравнения, описывающие теп- 
ломассоперенос и течение жидкостей, а также наиболее про­
стые, но вместе с тем типичные примеры использования и ре­
шения этих уравнений. Более сложные примеры задач биоме­
ханики и химической кинетики, требующие для своего понима­
ния определенной базовой подготовки, остались вне рамок этого 
курса.
Вместе с тем, учитывая, что основной задачей пособия яв­
ляется подготовка студентов к восприятию этих, достаточно 
сложных областей биофизики, а также к другим курсам ма­
тематической биологии, мы включили сюда разделы, обычно 
не входящие в стандартные курсы общей гидродинамики и тео­
рии переноса. Это задача Крамерса о диффузии частиц через 
потенциальный барьер, являющаяся теоретической основой ре­
шения многих проблем химической и биохимической кинетики; 
распространение волн переключения в активных, в том числе 
биологических средах; реология суспензий и вязкоупругих жид­
костей, к которым относится большинство биологических сред, 
а также теория Френкеля-Эйринга вязкости коллоидных си­
стем и подобных им жидкостей.
Как и в предыдущем пособии [1], мы старались совместить 
подробное обсуждение физической и математической сторон ос­
новных законов рассматриваемых областей физики с макси­
мальной математической простотой изложения материала.
1. ТЕОРИЯ ПЕРЕНОСА
В пособии [1], используя методы равновесной термодинами­
ки и статистической физики, мы рассматривали равновесные 
состояния различных веществ, а также законы, позволяющие 
ответить на вопрос о том, какой структурой будет обладать ве­
щество в состоянии термодинамического равновесия. В природе 
состояние вещества чаще всего далеко от равновесного. В ве­
ществе происходят разнообразные процессы -  диффузионного 
переноса вещества, теплопереноса, распространения электриче­
ского заряда, химические, гидродинамические и другие нерав­
новесные явления. В этом и следующих разделах мы познако­
мимся с основами описания этих процессов.
Начнем с изучения процессов переноса. К ним относятся 
диффузия (перенос массы примеси в растворителе), распро­
странение тепла (перенос тепловой энергии), электрического то­
ка (перенос заряда) и другие подобные им явления. Оказывает­
ся, что эти процессы описываются очень похожими уравнения­
ми, которые часто, с точностью до переобозначений, совпадают. 
Мы начнем с обсуждения уравнения диффузии, поскольку вы­
вод этого уравнения наиболее нагляден.
§ 1. Уравнение диффузии
Как известно, диффузионные явления возникают в резуль­
тате теплового (броуновского) хаотического движения примес­
ных частиц в содержащей их среде. Для описания этого явления 
прежде всего определим понятие потока частиц.
Рассмотрим систему броуновских частиц, концентрация ко­
торых меняется, скажем, вдоль оси х. Эта ситуация проиллю­
стрирована на рис. 1.
В точке с координатой х  построим площадку с площадью 
5, перпендикулярную этой оси. Двигаясь случайным образом 
вправо и влево по оси х, частицы будут пересекать площадку 
как слева направо, так и справа налево. Если концентрация ча-
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Рис. 1
стиц слева площадки превышает концентрацию справа, то коли­
чество перескоков слева направо будет больше, чем в противо­
положном направлении. В результате возникнет диффузионный 
перенос массы примесных частиц через эту площадку в поло­
жительном направлении оси х.
Перенос частиц может осуществляться не только за счет 
диффузионного движения частиц, но и за счет движения среды, 
в которой они находятся. Действительно, представим себе, что 
частицы относительно среды неподвижны, а сама среда дви­
жется (течет) вдоль оси х. Очевидно, это движение приведет 
к перемещению, переносу примесного вещества через выделен­
ную площадку. Такой перенос называется конвективным. Возмо­
жен еще дрейфовый перенос вещества, связанный с движением 
(дрейфом) частиц под действием некоторой внешней силы.
По определению потоком J  вещества через площадку на­
зывается количество частиц, переносимое через нее в единицу 
времени. Отметим, что при этом речь идет о разности между 
числом частиц, перемещаемых слева направо и справа налево. 
Различают конвективный поток «/с? соответствующий конвек­
тивному переносу частиц, диффузионный поток Jp и дрейфо­
вый поток Jj?, соответствующий движению частиц под действи­
ем внешней силы F.
Плотностью потока j x вдоль оси х называют величину потока 
вдоль этой оси через единичную площадку. Аналогично можно 
ввести плотности потоков j y>j z вдоль координатных осей у и z. 
Совокупность компонент j z задает вектор j  плотности
потока.
Непосредственно из определения следует, что х-компонента 
плотности конвективного потока j c x равна пѵх, где п -  концен­
трация частиц; ѵх -  компонента скорости ~ѵ течения среды. За­
писывая аналогичные соотношения для у и z компонент этого 
потока, получаем
j  С - п ѵ  . (1)
Диффузионный поток Jp может возникать, только если кон­
центрация диффундирующих частиц меняется вдоль оси х, т. е. 
если производная дп/дх  не равна нулю. Поэтому в первом при­
ближении можно записать j x =  —Dдп/дх , где положительный 
коэффициент D называется коэффициентом диффузии частиц, а 
знак минус указывает на то, что диффузионное распростране­
ние частиц происходит из области, где их концентрация выше, 
в область с более низкой концентрацией. Можно показать, что 
это приближение оказывается очень точным, если расстояния, 
на которых концентрация п меняется заметным образом, намно­
го превышают среднее расстояние между частицами; причем в 
самом маленьком объеме среды, который мы можем восприни­
мать при помощи наших органов чувств или приборов, содер­
жится очень много диффундирующих частиц.
Если наша среда изотропна, т. е. все направления в ней фи­
зически равноправны, то коэффициент диффузии D должен 
быть один и тот же для всех направлений. В этом случае
j  о =  —Dgradn . (2)
Формула (2) представляет собой закон Фика.
Определим теперь дрейфовую компоненту j  р плотности 
потока. Как уже отмечалось, эта компонента возникает из-за 
движения частиц в поле внешней силы F . В разделе "Основы 
гидродинамики" будет показано, что с очень хорошей точно­
стью скорость ~и движения примесной частицы в вязкой среде
под действием силы F  удовлетворяет соотношению
и = 0 F  , (3)
где 0 -  некоторый коэффициент. Для твердой сферической 
частицы он был определен Стоксом: 0 = 1 /  (67Гщ),  где
г] -  вязкость жидкой среды; а -  радиус частицы. Формула 
(6ща)~и = F  называется формулой Стокса. Она описывает 
движение в вязкой жидкости твердой частицы, размеры кото­
рой намного больше расстояний между молекулами жидкости. 
Это условие выполняется, например, для броуновских частиц. 
В случае когда размер движущейся частицы сопоставим с раз­
мерами молекул жидкости, закон (3) прямой пропорциональ­
ности между скоростью примеси и действующей на нее силы 
остается справедливым, но выражение для коэффициента про­
порциональности 0  меняется.
Учитывая соотношение (3), аналогично (2) получаем
j  f =  п0 F  = —n0gradU . (4)
Здесь U -  потенциальная энергия частицы в поле силы F .
Таким образом, полную плотность потока частиц можно 
представить в виде
j = j c + j D + j p  ■ (5)
Выведем теперь уравнение диффузии частиц, которое также 
часто называют уравнением массопереноса.
Рассмотрим часть пространства, в котором происходит пе­
ренос частиц, и мысленно выделим в нем некоторый фиксиро­
ванный объем V  (рис. 2). Обозначим N  -  полное число частиц 
в нем. Изменение числа N  за бесконечно малое время dt может 
быть представлено в виде
dN
dN = N( t  + dt) -  N(t) = -r rd t  . (6)at
Изменение числа частиц в объеме V  может происходить, во- 
первых, за счет их потока через поверхность S  этого объема. Во- 
вторых, это может происходить за счет физико-химических ре­
акций, приводящих к генерированию или поглощению частиц.
Например, при горении вещества в воздухе могут поглощаться 
молекулы кислорода и генерироваться молекулы углекислого 
газа.
Построим на поверхности S  элементарную площадку с пло­
щадью dS и определим вектор площадки d S  как вектор, длина 
которого равна dS , а направление перпендикулярно площадке 
наружу объема V. Это построение показано на рис. 2.
Поток d J  частиц через площадку dS наружу из объема V  по 
определению плотности потока равен dJ =  j±dS  =  ( j  d S ), где
j± -  компонента плотности потока вдоль d S ; круглые скобки, 
как обычно, означают скалярное произведение.
Полный поток частиц через поверхность S  из объема V  ра­
вен
Используя теорему Остроградского -  Гаусса, это соотноше­
ние можно представить в виде
dS
Рис. 2
-X div j  dl* . (7)tv
Интегрирование здесь ведется по объему V. Обозначим Я  
число частиц, выделяющихся (генерирующихся) в объеме V за 
единицу времени (в случае поглощения частиц Я  < 0). По опре­
делению поток J  частиц равен числу частиц, пересекающих гра­
ницу поверхности объема за единицу времени изнутри наружу. 
Учитывая определение потока, изменение числа частиц в этом 
объеме за время dt можно представить в виде
dN dt =  -  Jdt +  Hdt . (8)
ot
Учтем теперь, что концентрация частиц п связана с N  соот­
ношением
-XN  =  I nd г .Іѵ
Введем плотность источников частиц h по правилу
-XН =  I h d r  . tv
Подставляя два последних соотношения в (8) и учитывая 
(7), после сокращения на dt получаем
I v { ^ + d i v 7 ~ h) ( n > = o -
Этот интеграл равен нулю независимо от объема V инте­
грирования. Следовательно, тождественно равно нулю подын­
тегральное выражение. Таким образом получаем
дп ,. — *  ,
—  = - d iv  j  + h . (9)
Уравнение (9) называется уравнением неразрывности. Под­
ставляя сюда (5) и используя (1), (2) и (4), получаем уравнение 
диффузии в виде
дть ) )
+  div (п~ѵ ) = div (jDgradn -t- (3ngradU^ + h . (10)
Допустим, что несущая среда неподвижна (1? = 0), на ча­
стицы не действуют никакие силы ( F  = 0), коэффициент диф­
фузии D не зависит от координаты, а источники частиц отсут­
ствуют (Л =  0). Учитывая общее математическое соотношение 
divgradip = Аф, где Д -  оператор Лапласа, а ф -  произвольная 
функция, в этом случае из уравнения диффузии (10) получаем 
окончательно
! = я д » .  а п
Уравнение (11) называют уравнением Фика.
§ 2. Формула Эйнштейна для коэффициента 
диффузии
При решении многих задач бывает полезным учитывать 
формулу Эйнштейна для коэффициента диффузии D . Эта фор­
мула гласит:
D = 0Т  . (12)
Здесь 0  -  тот же коэффициент, что и в (3), а Т, как и в [1], 
представляет собой абсолютную температуру в энергетических 
единицах. Напомним, что Т  =  кТ° , где к -  постоянная Больц­
мана; Т° -  абсолютная единица в градусах Кельвина. Докажем 
формулу (12), используя оригинальный метод Эйнштейна.
Рассмотрим равновесную систему частиц, находящуюся в од­
нородном поле тяжести. Для равновесной системы справедливо 
распределение Больцмана [1], которое сейчас может быть запи­
сано так:
п =  щехр ( - Щ  . (13)
Здесь г -  вертикальная координата, гг0 -  концентрация ча­
стиц при z =  0, га -  масса частицы, д -  ускорение свободного 
падения, а также учтена формула для потенциальной энергии 
частицы в поле тяжести U =  mgz.
С другой стороны, в равновесной системе плотность потока 
j  тождественно равна нулю. Учитывая (5), а также (2) и (4), 
приходим к следующему уравнению относительно п:
дп
D —  +  п/Зтд =  0 . 
oz
Решение этого уравнения имеет вид
п =  щехр  • (14)
Очевидно, для равновесных систем формула Больцмана (13) 
и формула (14), полученная из решения диффузионного урав­
нения, должны давать совпадающие результаты. Приравнивая 
(13) и (14), приходим к формуле Эйнштейна (12).
Для решения ряда задач удобно представить плотность диф­
фузионного потока в виде
j  d =  -nfigradii ,
где it -  химический потенциал частиц, определение которого, а 
также явные выражения для ряда веществ можно найти в [1].
Последняя формула также принадлежит Эйнштейну. Чтобы 
ее вывести, снова рассмотрим равновесную систему во внешнем 
потенциальном поле U. Химический потенциал частиц в этой 
системе равен /і' =  /х +  t/, где ц -  химический потенциал 
частиц в отсутствие поля U. В равновесии потенциал /х' одноро­
ден [1], т. е. выполняется условие дгайц* =  0, и, следовательно, 
gradg, — —gradU.
^  С ^угой^стороны, равновесие^означает^ что полный поток 
j  =  j  d +  j  f равен нулю, т. е. j  d = -  j  f : Учитывая выра­
жение для дрейфового потока j  р == —/SngradU (см. уравнение 
(4)), получаем следующее соотношение для диффузионного по­
тока: jp  =  fingradU =  —n/3gradfjL.
Далее мы рассмотрим несколько важных примеров решения 
уравнения диффузии.
§ 3. Диффузия в бесконечной среде
В качестве типичного примера решения диффузионных за­
дач мы рассмотрим диффузию частиц вдоль одной из коорди­
натных осей в неподвижной среде в отсутствие внешних сил и 
источников. Допустим для определенности, что концентрация 
частиц п зависит только от координаты х. Уравнение диффу­
зии (10) сейчас принимает вид
п д2п
m = D d Z -  (15)
Уравнение (15) является примером уравнений в частных 
производных. Как известно, для решения таких уравнений нуж­
но задать начальные и граничные условия. Мы предположим, 
что в начальный момент времени t =  0 распределение приме­
си вдоль оси х было тг = п0(х). Предположим также, что при 
t =  0 примесь была локализована в какой-то области простран­
ства, так что по(х) —> 0 при х  —> ±оо. Наша задача -  найти 
концентрацию п как функцию координаты х и времени t .
Мы будем решать эту задачу методом интегральных 
преобразований Фурье. Важно напомнить, что этот метод при­
меним, только когда искомая функция стремится к нулю на 
бесконечности. Это условие выполняется для начального рас­
пределения по- Из физических соображений ясно, что и в по­
следующие моменты времени оно должно выполняться.
Представим искомую функцию n(x, t) в виде интеграла Фу­
рье:
n(z,i) =  - i =  Г  nk(t)eik*dk. (16)
у Z7T 7 -о о
Функция nk(t) называется гармоникой функции п(х, t). При­
меняя преобразования (16) к обеим частям уравнения (15) и ис­
пользуя известные свойства преобразований Фурье, приходим 
к уравнению для гармоники
^  =  —k2Dnk . (17)
Решение этого уравнения
nk(t) = Пк(0)е~к2°* . (18)
Чтобы найти начальное значение п*(0) гармоники п*(£), пе­
репишем условие (16) в виде
n(x, 0) =  По(х) =  L_ f Tik(0)etkxdk . (19)
у2тг 7-oo
Применяя к (19) обратные преобразования Фурье, имеем
п*(0) =  - J =  Г  щ(х')е~ікх'dx' . (20)
Ѵ27Г J -oo
Мы предполагаем, что интеграл (20) сходится. Необходимым 
условием этого является стремление по к нулю при стремлении 
х к плюс и минус бесконечности.
Подставляя (20) в (18) и далее в (16), получаем
n{x,t)  = Г  nQ{x')e-Dk2teik(x- xl)dx'dk . (21)
27Г 7-00
Теперь поменяем порядок интегрирования по х' и к и рас­
смотрим интеграл по к. Используя формулу Эйлера ехр(іа) = 
=  cos а 4- i sin а , получаем
/ оо /»оо
e - D k 4 e i k ( x - x ')d k  =  / e-DA=2‘co s(jt(x  _
ОО •/—ОС
+г f e~Dk2tsin(k(x — xf))dk. .
«/ — оо
Второй интеграл здесь равен нулю в силу нечетности подын­
тегральной функции. Первый интеграл табличный и равен 
(я/ Dt)1/2 ехр (—(х — x f)2/4Dt). Используя этот результат в (21), 
получаем
п<х- =  г г 4 :; і /2 Г °  . (22)2 (irDt) ' 7-оо
Соотношение (22) называется формулой Пуассона.
Рассмотрим частный случай, когда в начальный момент вре­
мени концентрация примеси равна нулю всюду, за исключением 
малой (в пределе бесконечно малой) окрестности точки х  =  0.
Другими словами, в начальный момент времени вблизи нача­
ла координат находится маленькая капля примеси, которая за­
тем расплывается за счет диффузии. В этом случае можно по­
ложить по(х) =  NS(x)y где 5(х) -  дѳльта-функция Дирака. По 
определению эта функция равна нулю всюду, кроме начала ко­
ординат, где она обращается в бесконечность. Дельта-функция 
обладает следующим важным свойством:
где /  -  произвольная непрерывная функция. 
Подставляя п0(х) = N8(x) в (22), получаем
График этой функции показан на рис. 3. С течением времени 
концентрация частиц расплывается от начала координат в виде 
гауссова колокола.
Решение (23) обладает интересной особенностью: сразу по­
сле начала диффузии, когда время t мало, но не ноль, функция 
n(x, t) не равна нулю при сколь угодно больших х. Это значит, 
что часть частиц распространяется с бесконечной скоростью.
X
Рис. 3 
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Анализ показывает, что этот результат очень тесно связан 
с распределением Максвелла (1), которое допускает существо­
вание частиц со сколь угодно большими скоростями. В реаль­
ности, конечно, движение частиц с бесконечными скоростями 
невозможно не только из-за ограничений теории относитель­
ности, но и из-за сопротивления несущей среды такому дви­
жению. Если допустить существование конечной максимальной 
скорости распространения частиц, уравнения диффузии долж­
ны измениться по сравнению с классическим уравнением Фи- 
ка (11), (15). Попытки таких модификаций уравнений диффу­
зии известны и обсуждаются в специальной литературе. Одна­
ко, как правило, отличие решений уравнений Фика от решений 
модифицированных уравнений сказывается только на больших 
расстояниях от области начальной локализации примеси. На та­
ких расстояниях концентрация частиц очень мала. Поэтому для 
решения большинства практических задач вполне достаточно 
точности, задаваемой классическими уравнениями диффузии 
(11), (12).
§ 4. Диффузия через потенциальный барьер.
Задача Крамерса
Очень часто диффундирующие частицы (молекулы) долж­
ны преодолевать потенциальный барьер, т. е. проходить через 
область пространства, где их потенциальная энергия имеет рез­
кий максимум. Эта ситуация очень типична при взаимодей­
ствии коллоидных частиц, в результате которого они образуют 
прочно связанные агрегаты, при химическом взаимодействии 
атомов и молекул, ведущих к возникновению новых молекул, и 
т. д. Качественно ситуация с потенциальным барьером показана 
на рис. 4, который иллюстрирует типичную зависимость потен­
циальной энергии U взаимодействия двух частиц (молекул) от 
расстояния между ними.
Рис. 4
Мы рассматриваем кинетику объединения частиц (моле­
кул) в очень распространенной ситуации, когда потенциальный 
барьер (максимум потенциала) существенно больше тепловой 
энергии Т.
Допустим, что в начале координат находится одна из частиц 
(молекул), которую будем считать неподвижной. Вокруг нее на­
ходятся другие частицы, способные к диффузионному движе­
нию. Поскольку в точке г0 потенциальная энергия взаимодей­
ствия частиц минимальна, подвижные частицы стремятся по­
пасть в эту точку механического равновесия, т. е. оказаться в 
потенциальный яме. На рис. 4 этой яме соответствуют положе­
ния левее точки . Однако, чтобы попасть в яму, частицам нуж­
но преодолеть силы отталкивания, действующие на них пра­
вее точки г*і, другими словами, перейти через потенциальный 
барьер с максимумом в точке г\. Сделать это частица может 
только благодаря тепловому, т. е. диффузионному, движению, 
так как запас энергии, необходимой для перехода через потен­
циальный барьер, частица может черпать только из тепловой 
энергии окружающей среды.
Рассмотрим задачу Крамерса о кинетике диффузионного 
перехода частицы через потенциальный барьер. Общие идеи 
этой задачи часто используются для теоретического описания
физико-химических реакций, связанных с преодолением потен­
циального барьера.
В случае неподвижной среды без источников частиц ( ѵ = 
=  0, h =  0) уравнение диффузии (10) имеет вид
^  =  div ^ Dgradn +  ^ngradU^j .
Здесь учтена формула Эйнштейна (12). Рассмотрим про­
стейшую, но очень распространенную ситуацию, когда потен­
циал взаимодействия U имеет сферическую симметрию, т. е. 
зависит только от расстояния г между частицами, но не зави­
сит от направления радиуса-вектора г . Такое взаимодействие 
называется центральным. Уравнение диффузии сейчас удобно 
записать в сферической системе координат. Учитывая, что при 
центрально-симметричном потенциале U концентрация п также 
не должна зависеть от направления вектора ~г*, в сферической 
системе координат имеем
дп 1 д 2 . /0/П
* = ■  <24>
_ / дп д и \
j  = - D { f r +r,a ; )  ■
где и = U/ Т  -  безразмерная потенциальная энергия взаимодей­
ствия частиц.
Обозначим
Г 1
N = 2тг f  nr2dr (25)
Jo
полное число частиц в потенциальной яме. Проинтегрировав 
обе части уравнения (23) по объему потенциальной ямы, т. е. 
взяв интегралы ...2irr2dr, получаем
а  ~  1 1  ( 2 6 )
Л -  ■/<*•,) , Лг) - -2*Dr2 ( | г  + » £ )
Физический смысл J(r) -  поток частиц снаружи внутрь 
сферы радиуса г. Соответственно смысл Ji -  поток частиц
внутрь потенциальной ямы через точку гі максимума потен­
циала u(r).
Формулу для потока J  удобно представить в виде
J(r) =  -2 n D r2e-u(r)^ -n eu(r) . (27)or
Из соотношения (27) следует
Г  J(r)r~2eudr = —2wD (п0езд -  п,*,) . (28)
«/Го
Здесь и далее символы 0 и 1 отмечают величины, относящи­
еся к точкам го и гі, символ оо -  к бесконечным расстояниям 
от начала координат.
Пока неизвестен поток </(г), вычислить интеграл в (28) 
невозможно. Однако если, как это часто бывает в реально­
сти, потенциальный барьер имеет узкую форму и справедливо 
неравенство щ »  1, можно получить приближенную анали­
тическую оценку интеграла (28). Действительно, если функция 
и(г) имеет высокий и острый максимум в точке гі, то функция 
ехр (м(г)) имеет тем более высокий максимум в этой точке. По­
этому основной вклад в интеграл (28) дает интегрирование по 
области, непосредственно окружающей точку г\. Удобно разло­
жить потенциал и(г) в ряд Тейлора вблизи точки т\. Учитывая, 
что это точка максимума, в старшем приближении имеем
/ \  2 / \2 2 \ д U .и(г) »  щ  -  (г -  п )  , |Гі .
При остром максимуме функции г/(г) главный вклад в инте­
грал (28) дает область, где это разложение выполняется с хоро­
шей точностью. Степенная функция г”2 изменяется более плав­
но, чем экспонента в (28), поэтому под знаком интеграла (28) 
мы можем принять г~2 «  r f 2. Кроме того, справа от барьера 
поток J  должен быть очень медленно меняющейся функцией 
координаты г, так как в случае резкого его изменения правая 
часть уравнения (24) была бы большой, что означало бы быст­
рое изменение концентрации частиц в какой-то точке, для чего 
нет никаких физических оснований.
Поскольку прохождение частиц через высокий барьер долж­
но происходить редко, между двумя прохождениями распреде­
ление частиц в яме будет успевать принимать квазиравновес- 
ный характер, поэтому поток J  в яме практически равен нулю. 
Следовательно, функция J(r) должна быть плавной, особенно 
по сравнению с ехр(гі(г)). Значит, под интегралом (28) мы мо­
жем положить J(r)  =  J\. Наконец, принимая во внимание, что 
функция ехр (-о>і (г -  гі)2), при выполнении условия и \ »  1 
острого максимума функции u(r), очень быстро убывает при 
удалении от точки гі, мы можем без большой ошибки распро­
странить область интегрирования в (28) от минус до плюс бес­
конечности. В результате получаем
Последний интеграл -  табличный. Он равен л/ЪІ/ші. Ис­
пользуя это значение в (29), подставляя полученный результат 
в (28), получаем
Использованный здесь метод приближенного вычисления 
интеграла (28) называется методом перевала. Обычно он при­
меняется, когда подынтегральная функция (одна из подынте­
гральных функций) имеет очень острый максимум.
Первый член в квадратных скобках (30) дает поток частиц 
из бесконечности (снаружи) через потенциальный барьер в яму 
потенциала u(r). Второй член -  поток частиц изнутри ямы на­
ружу. Оба потока пропорциональны экспоненте от безразмер­
ной высоты потенциального барьера, который нужно преодо­
леть частице при своем движении в яму или из ямы.
В физической химии хорошо известен экспериментально 
установленный закон Аррениуса, по которому скорость хими­
ческой реакции пропорциональна ехр(—Еа/Т).  Здесь Еа назы­
вается энергией активации химической реакции. Приведенное 
решение Крамерса задачи о диффузии частицы через потенци­
альный барьер может рассматриваться как теоретическое обос­
нование эмпирического закона Аррениуса. Энергия активации
J(r)r~2eudr к  J ir rV *  e - ^ {r~ri)2dr . (29)
J\ «  \f2nDu)\r\ [поов Ul — ще  U^l Un^ ] . (30)
в результате этого решения получает ясное физическое толко­
вание: это высота потенциального барьера, который нужно пре­
одолеть для осуществления химической реакции.
Подставляя уравнение (30) в (26), приходим к диффе­
ренциальному уравнению, содержащему две неизвестные ве­
личины -  N  и по (концентрация Поо частиц на бесконечности 
считается заданной). Чтобы замкнуть задачу, учтем, что, как 
обсуждалось выше, в случае высокого потенциального барье­
ра, за промежуток времени между переходами частиц через 
барьер внутри потенциальной ямы успевает практически пол­
ностью установиться равновесное распределение Больцмана. В 
соответствии с этим распределением
п(г) =  n0e-<u(r)- uo) . (31)
Подставляя (31) в (25), получаем
N  =  2тгпо /  1 e -(u(r)- “o)r2dr . (32)
Jo
Интеграл в (32) можно вычислить численно, а в случае глу­
бокой и узкой ямы -  оценить аналитически, используя метод 
перевала. Повторяя все рассуждения, использованные для при­
ближенного вычисления интеграла в (28), получаем
ЛГ«(2*)3/2г0Ч " Ч ,  =  (33)
Комбинируя (32) или (33) с уравнениями (30) и (26), приходим 
к замкнутому дифференциальному уравнению относительно N  
или п0, смотря по тому, какая из этих величин представляет 
основной интерес.
§ 5. Диффузионные волны в бистабильных 
средах
В § 3 мы показали, что в нейтральной среде (без источников) 
диффузионные процессы распространяются с бесконечной ско­
ростью. Очень интересной особенностью обладает диффузия в
активных (с источниками) средах: примесь в них может распро­
страняться в виде волн с конечной скоростью. Примеров таких 
сред в живой и неживой природе очень много, ниже мы пере­
числим некоторые из них. В этом разделе рассмотрим теорию 
волн переключения в бистабильных средах.
Пусть примесь диффундирует в неподвижной среде. На ча­
стицы не действуют никакие внешние силы. В простейшем слу­
чае одномерной диффузии общее уравнение (10) может быть 
записано следующим образом:
Допустим, что плотность источников h зависит от концен­
трации примеси так, как показано на рис. 5.
Представим на время, что примесь однородно распре­
делена по всему объему среды (приближение идеального 
перемешивания), поэтому диффузионный поток равен нулю. То­
гда уравнение (34) принимает вид
(34)
.h
п
Рис. 5
Из рис. 5 видно, что (34) имеет три стационарных реше­
ния -  пі, п2 и пз. Два из них, пі и Пз, -  устойчивые (ста­
бильные). Третье, П2, -  неустойчивое (нестабильное). Действи­
тельно, представим себе, что система находится в состоянии с 
концентрацией щ. При этом плотность источников Л, следоваг 
тельно и производная dnjd t , равна нулю. Допустим теперь, что 
случайно, в силу каких-то флуктуаций, концентрация примеси 
стала чуть больше пі. Тогда, как видно из рис. 5, плотность /і, 
а значит и dnjdt становятся отрицательными. Поэтому концен­
трация п после флуктуации уменьшается, возвращаясь к зна­
чению п\. Аналогично, после случайного уменьшения концен­
трации относительно п\ плотность источников h и производная 
dnjdt становятся положительными, значит, концентрация воз­
растает и снова возвращается к щ.
Таким образом, небольшие отклонения концентрации от ста­
ционарного значения щ  с течением времени гасятся, это означа­
ет, что состояние щ  является устойчивым. Совершенно анало­
гично устойчивым является состояние пз. Отклонения же кон­
центрации от стационарного значения п2 не гасятся, а, наоборот, 
прогрессируют. В этом легко убедиться, учитывая, что при уве­
личении концентрации относительно п2 плотность источников 
h и, следовательно, производная dnjdt становятся положитель­
ными, а при уменьшении -  отрицательными. Поэтому, случайно 
отклонившись от состояния п2, система будет уходить от него 
все дальше, это состояние является неустойчивым. Системы с 
двумя устойчивыми стационарными состояниями называются 
бистабильными.
Вернемся теперь к уравнению (34). Допустим, что в началь­
ный момент времени в одной части пространства концентрация 
была равна пі, в другой -  п3. Такое состояние с пространствен­
ным разделением концентраций не может быть устойчи­
вым -  диффузионные потоки будут выравнивать концентрацию 
примеси во всем пространстве. При этом система будет перехо­
дить либо в состояние с концентрацией пі, либо с п3 и граница, 
разделяющая эти области, будет двигаться в сторону, где пер­
воначально концентрация была или п3, или щ.
Напомним, что в математике плоской волной называется 
объект, описываемый функцией координат и времени вида
/(x , t) = f ( x  — ct), где с -  постоянная величина. Такая функция 
описывает волну, распространяющуюся вправо по оси х со ско­
ростью с без изменения своей формы. Чтобы избежать недора­
зумений, отметим, что понятие волны не связано с колебатель­
ными процессами -  колебательные волны являются частным 
случаем волн. Для волны характерно распространение в про­
странстве с сохранением своей формы и скорости. Сейчас мы 
покажем, что в бистабильной среде возможно диффузионное 
распространение примеси в виде плоской волны.
Для простоты и определенности будем полагать, что при­
месь распространяется в неограниченном пространстве. Пусть 
в начальный момент времени, т. е. при t =  0, выполняются сле­
дующие условия:
П —» Пз, X —► —ОО; 71 —► 77-1, х —► оо . (35)
Будем искать решение задачи (34) с начальными условиями
(35) в виде бегущей волны:
ті(х, /.) =  u(£), f  =  .т — ct , (36)
где с -  скорость волны, которую еще предстоит определить.
Рис. 6 
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Структура бегущей волны переключения схематически по­
казана на рис. 6.
После подстановки (36) в (34) приходим к уравнению
—си' = h(u) + Du" , (37)
в котором штрих означает производную по £. Введем новую 
функцию U(и) по правилу
Уравнение (39) формально совпадает с уравнением движе­
ния частицы в вязкой среде, где и играет роль координаты ча­
стицы; D - e e  массы; f  -  времени; U -  потенциала внешней силы, 
действующей на частицу, а член см' соответствует силе Стокса 
вязкого сопротивления среды движению частицы. Легко убе­
диться, что в точках щ = п \ ,щ  =  щ  "потенциал" U достигает 
максимума, в точке = п2 -  минимума.
Подобные механические аналогии очень облегчают исследо­
вание уравнений химической кинетики. В самом деле, одинако­
вые уравнения имеют одинаковые решения. Между тем гораздо 
легче представить себе и качественно проанализировать движе­
ние частицы во внешнем поле, чем движение фронта химиче­
ской реакции. Понимание же качественных закономерностей ре­
шения задачи значительно облегчает поиск его математической 
формы.
Краевым условиям (35) соответствуют следующие условия 
задачи (39):
Не существует общих аналитических методов, позволяющих 
решить задачу (39), (40) и найти скорость волны переклю­
чения с. Мы обсудим один приближенный подход для опреде­
ления с, который часто бывает весьма удачным.
Уравнение (37) теперь можно переписать так:
(38)
(39)
и —► и3,£ —► —оо; и —> —► оо. (40)
Умножив обе части (39) на и' и проинтегрировав от — оо до 
оо, учитывая (40), получаем
• / к
где Uit$ =  U(и 1,3). Соотношение (41) позволяет, не решая урав­
нения (39), определить направление распространения волны, 
т. е. знак скорости с. Действительно, с > 0, т. е. волна рас­
пространяется слева направо, если U3 > t/,; волна распростра­
няется справа налево, если Ь\ > U3. Аналогия с движением 
частицы из области с большим значением потенциала в область 
с меньшим здесь абсолютно прозрачна.
Допустим, что параметр А мал. Тогда, как видно из (41), 
скорость с фронта реакции тоже мала. В этом случае интеграл 
в левой части (41) можно приближенно рассчитать, используя 
функцию tt°(f), являющуюся решением уравнения (39) при 
с = 0. Это уравнение
=  < 4 2 >
формально совпадает с уравнением движения частицы в пусто­
те под действием силы с потенциалом U. Для такого движения 
выполняется закон сохранения энергии, из которого следует
^  -( /(« « )) ■ (43)
Здесь учтено, что по условию (40) при стремлении £ к беско­
нечности "координата" и стремится к конечному значению щ, 
следовательно, при этом "скорость" ди/д£ стремится к нулю.
Таким образом, приходим к оценке
f ° °  / d u \ 2 Г 1 du , ч
«  £  £  -  U ( u ) j d u  .
Последний интеграл в (44) можно вычислить, не решая урав­
нение (39). Подставляя этот результат в (41), получаем прибли­
женную оценку скорости с.
I )
РЩ
Jui
h{u)du = U3 - U 1 , (41)
Как уже отмечалось, многие физико-химические процессы 
распространяются в виде волн переключения. В качестве при­
мера упомянем так называемую реакцию Шлегля, в ходе кото­
рой концентрация реагента меняется по закону
^  =  к\Ап2 — fc2n3 — fc3n +  к^В ,
at
где &і_4> А ,В  -  параметры реакции. Другой пример -  тепловое 
распространение пламени, теория которого была предложена 
Я. Б. Зельдовичем и Д. А. Франк-Каменецким. В этой теории 
уравнение распространения тепла формально совпадает с (34) 
с заменой концентрации п на температуру Т  среды, коэффици­
ента диффузии D -  на коэффициент температуропроводности 
среды, а плотность h тпеплоѳых источников по закону Аррени­
уса оказывается пропорциональной ехр(—Еа/Т). В теории учи­
тывается также отвод тепла из области реакции в окружающее 
пространство. Из теории Зельдовича -  Франк-Каменецкого сле­
дует, что область горения распространяется по среде в виде вол­
ны с некоторой постоянной скоростью.
Еще один пример -  теория заселения среды размножаю­
щимися микроорганизмами, развитая А. Н. Колмогоровым, 
И. Г. Петровским и Н. С. Пискуновым (КПП теория). В этой мо­
дели рассматривается процесс размножения микроорганизмов 
путем деления (репликации) и их диффузионное распростране­
ние в среде. Плотность источников микроорганизмов записыва­
ется с учетом того, что скорость размножения пропорциональна 
массе пищи в среде, которая, в свою очередь, уменьшается при 
увеличении концентрации микроорганизмов. Уравнение КПП 
имеет два стационарных решения, одно из которых равно нулю 
и соответствует отсутствию микроорганизмов, а второе соответ­
ствует их максимально возможной концентрации при данном 
ресурсе пищи. Из КПП теории следует, что область, заселенная 
микроорганизмами, может расширяться в виде волны плотно­
сти с некоторой скоростью, определяемой коэффициентом их 
диффузии и параметром репликации.
Отметим, что уравнения, похожие на уравнения (34) в би­
стабильных средах, но несколько усложненные для учета ме­
ханизма возвращения среды в первоначальное состояние после
прохождения волны переключения, описывают так называемые 
уединенные волны, схематически показанные на рис. 7.
Рис. 7
Уединенными волнами описываются, например, распростра­
нение импульса возбуждения вдоль нервного волокна, мышеч­
ное сокращение и многие другие химические и биофизические 
процессы. Примером распространения уединенной волны в эко­
логических системах может быть горение сухой травы в степи. 
После прохождения волны горения вся трава сгорает, но затем 
она снова отрастает, так что степь может загореться еще раз.
Подробнее о биологических и других примерах бегущих волн 
в активных средах можно прочитать в книге [3].
§ в. Уравнение теплопереноса
Рассмотрев теорию диффузионного переноса вещества, 
кратко обсудим некоторые другие процессы переноса, особен­
но часто происходящие при функционировании биологических 
объектов. Начнем с процессов переноса тепла.
Рассмотрим объем V вещества . Обозначим SQ -  количество 
теплоты, которое получает этот объем за малое время St. Из 
термодинамики известно, что это количество можно предста­
вить в виде
где с -  удельная теплоемкость вещества.
Как и при массопереносе, существует два механизма измене­
ния тепловой энергии в данном объеме. Первый -  за счет теп­
ловых источников, распределенных в веществе. Эти источни­
ки появляются вследствие физико-химических реакций с теп­
ловыделением или поглощением, из-за распространения элек­
трического тока и т. д. Второй механизм связан с переносом 
тепла через границы объема. Обозначим j  плотность потока 
тепловой энергии. По определению компонента j x этого пото­
ка равна количеству тепла, переносимого в единицу времени 
через единичную площадку, перпендикулярную оси х в направ­
лении этой оси. Аналогичный смысл имеют остальные компо­
ненты этого вектора. Обозначим q плотность тепловой энергии, 
связанную с количеством тепла Q, полученной объемом V:
Повторяя рассуждения, использованные при выводе уравне­
ния (9) с заменой концентрации п на плотность тепловой энер­
гии q и плотности диффузионного потока на плотность тепло­
вого потока, учитывая (45), приходим к уравнению неразрыв­
ности
Здесь h -  плотность тепловых источников, равная количе­
ству тепла, выделяемого в единицу времени в единичном объеме 
среды за счет физико-химических процессов. В случае выделе­
ния тепла h > 0, при поглощении h < 0.
Подобно переносу частиц перенос тепла в среде может про­
исходить за счет двух механизмов. Первый, конвективный, со­
ответствует переносу тепла из-за движения среды. Например, 
если нагреть участок движущейся жидкости, то, смещаясь, он
SQ = CVW S, (45)
С—  =  -d iv  j  +  h{T) . (46)
будет переносить тепло вниз по течению. Приведем без вывода 
выражение для плотности конвективного теплового потока
j  с  = с ѵ Т  , (47)
где ѵ -  скорость течения среды. Обратим внимание на анало­
гию между конвективными потоками (47) и (1).
Второй механизм связан с переносом тепла в неподвижной 
среде за счет молекулярных механизмов передачи энергии от 
одних участков среды к другим. Этот механизм называется 
кондуктивным или диффузионным. Плотность кондуктивного 
теплового потока имеет вид, аналогичный плотности диффу­
зионного потока (2):
Параметр Л называется коэффициентом теплопроводности 
среды. Соотношение (48), называемое законом Фурье, означа­
ет, что кондуктивный тепловой поток возникает благодаря раз­
ности температур в среде, причем, в соответствии со вторым
ра выше, в область, где она ниже. Подставляя j  = j  с + 3 а 
в (45), приходим к замкнутому уравнению теплопроводности 
относительно температуры Г.
Очень часто теплоперенос осуществляется в средах с очень 
слабой сжимаемостью. Примерами таких сред могут быть жид­
кости, плотность которых существенно меняется только под 
очень большими нагрузками. Ниже будет показано, что для 
несжимаемых сред выполняется гидродинамическое условие 
div ѵ = 0. Учитывая это условие, а также (47) и (48), для несжи­
маемых сред получаем уравнение теплопроводности в виде
Круглые скобки здесь, как обычно, означают скалярное про­
изведение векторов. Уравнение (49) аналогично уравнению (10) 
диффузии в несжимаемой среде. Для неподвижной среды в от­
сутствие источников, в предположении однородности коэффи­
3 а = - \g r a d T  . (48)
началом термодинамики, направлен из области где
(ijgradT^  =  divXgradT +  h(T) . (49)
циента Л, уравнение (49) принимает вид
^  = к А Т .  (50)
Параметр к =  Х/с называется коэффициентом 
температуропроводности среды. Уравнение (50) называет­
ся уравнением Фурье. С точностью до переобозначений оно 
совпадает с уравнением Фика (11).
Поскольку уравнения диффузии и переноса тепла очень по­
хожи, часто говорят о теории тепломассопереноса, имея в ви­
ду, что результаты, полученные для одного типа переноса, с 
точностью до переобозначений могут быть использованы для 
описания другого.
§ 7. Граничные условия в задачах
тепломассопереноса
Уравнения тепломассопереноса (10) и (49) являются диффе­
ренциальными уравнениями в частных производных. Как из­
вестно, решения таких уравнений могут быть найдены, только 
если на границах областей, где происходят процессы, описыва­
емые этими уравнениями, заданы граничные условия, отража­
ющие особенности обмена теплом или примесным веществом с 
окружающей средой. Обсудим эти условия.
Рассмотрим две контактирующие среды, каждая из которых 
обладает своими диффузионными и теплофизическими харак­
теристиками (рис. 8).
Все, что относится к нижней среде, будем обозначать ин­
дексом 1, к верхней -  индексом 2. Мы можем решать уравне­
ния тепломассопереноса (10) и (49) по отдельности для каждой 
из контактирующих сред. Очевидно, на граничной поверхно­
сти эти решения должны каким-то образом сопрягаться друг 
с другом. Наша задача сейчас состоит в том, чтобы найти эти 
условия сопряжения.
Граничные условия I рода. Рассмотрим вначале уравне­
ние теплопереноса (49). Из этого уравнения следует, что ком­
поненты вектора gradT должны быть всюду конечны, в том
1*  х
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числе на границе раздела двух сред, иначе в точках расхожде­
ния этого вектора обращалась бы в бесконечность соответству­
ющая компонента плотности теплового потока, что не физич- 
но. В частности, отсюда следует, что при пересечении гранич­
ной поверхности температура должна быть непрерывна, т. е. на 
этой поверхности должно выполняться условие
Заметим, что это условие в приближении локального рав­
новесия вблизи межфазной границы полностью соответствует 
доказанной ранее теореме об однородности температуры в рав­
новесной среде.
Рассмотрим теперь уравнение массопереноса (10). Учитывая 
формулу Эйнштейна (12) для коэффициента D , выражение под 
знаком дивергенции в правой части, равное сумме диффузи­
онного и дрейфового потоков, можем переписать в следующем 
виде:
Чтобы уравнение (10) выполнялось во всех точках простран­
ства, в том числе и на границе раздела фаз, это выражение
* =  0, 7\ =  72. (51)
должно быть всюду конечно. Следовательно, соотношение под 
знаком градиента должно быть непрерывным. Таким образом, 
приходим к граничному условию
2 =  0, ще41 =  ri2eU2 . (52)
Соотношение (52) означает, что на границе двух сред для 
концентраций выполняется закон Больцмана [1]. Такое совпаде­
ние возможно, когда вблизи межфазной границы выполняется 
условие локального равновесия, обсужденное в [1].
Соотношения (51) и (52) называются граничными условиями 
I рода.
Граничные условия II  рода. Рассмотрим сейчас уравне­
ния неразрывности (9) и (46). Из этих уравнений следует, что 
div j  должна быть всюду конечна, в том числе на межфазной 
границе, иначе в точке расхождения этой величины в бесконеч­
ность будет обращаться скорость изменения концентрации или 
температуры. Процессы же с бесконечной скоростью физически 
невозможны. Производные djx/dx  и djy/dy  не могут расходить­
ся, так как, по определению производной, при их вычислении не 
происходит пересечения межфазной границы. Следовательно, 
необходимым условием конечности div j  является конечность 
производной djz/d z , т. е. непрерывность компоненты j z всюду, 
в том числе на межфазной границе. Таким образом, мы прихо­
дим к условию
2 = 0, j zi = j z2 . (53)
Физически это условие означает, что сколько вещества (теп­
ла) подводится из первой среды к межфазной границе, столько 
же и отводится во вторую.
Существует важное исключение из условия (53), возника­
ющее, когда физико-химические реакции, сопровождающиеся 
выделением (поглощением) тепла или вещества, происходят 
именно на межфазной поверхности. Другими словами, когда 
источники h сконцентрированы именно на этой поверхности. 
Примером таких реакций может быть, например, поверхност­
ное горение каменного угля. Внутри него реакция невозможна, 
так как окислитель (кислород) внутрь плотного вещества из ат­
мосферы практически не проникает. Реакция горения идет на
поверхности угля, на которой и происходит выделение тепла, 
поглощение кислорода и выделение продуктов реакции -  угле­
кислого и угарного газа.
Обозначим h8 поверхностную плотность источников теп­
ла или массы вещества. Опуская математическое обоснование, 
приведем обобщение на этот случай уравнения (53):
2 =  0, j t 1 +  hs =  j t2 . (54)
Физически условие (54) означает, что количество вещества 
(тепла), подводимое к межфазной границе в единицу времени, 
плюс количество, выделяемое на этой границе за счет реакций, 
равно количеству вещества (тепла), отводимого во вторую сре- 
ДУ-
Соотношения (53), (54) называются граничными условиями 
I I  рода. Отметим, что, поскольку уравнения переноса (10), (49) 
являются дифференциальными уравнениями второго порядка 
по пространственным переменным, для сопряжения их реше­
ний в двух средах необходимо и достаточно двух граничных 
условий, которыми и являются условия I и II рода.
Граничные условия III  рода. Граничные условия I и II 
рода являются наиболее общими условиями в задачах тепломас- 
сопереноса. Их использование требует предварительного реше­
ния задачи переноса в обеих контактирующих средах. Однако 
часто решение этой задачи в одной из сред бывает весьма за­
труднительным, например, из-за сложного гидродинамического 
движения этой среды.
Представим себе, что нас интересует распределение темпера­
туры (концентрации примеси) в среде 1, а среда 2 представляет 
интерес постольку, поскольку в нее отводится какое-то количе­
ство тепла или массы. Если тепловые (массовые) источники в 
среде 2 отсутствуют, то на межфазной границе выполняются 
условия тепломассообмена Ньютона:
2 =  0, j tl = A f r - T o o )  . (55)
Здесь А -  коэффициент теплообмена, который определяет­
ся теплофизическими свойствами второй среды, особенностями
ее конвективного движения, формой, а также размерами меж- 
фазной границы, Т3 -  температура на межфазной поверхно­
сти, Too ~ температура во второй среде, на бесконечности от 
этой границы. Чтобы рассчитать коэффициент А , нужно ре­
шить задачу тепломассопереноса во второй среде. Но тогда нет 
необходимости использовать закон Ньютона, можно воспользо­
ваться граничными условиями I и II рода. Условие Ньютона 
используется тогда, когда решить задачу о переносе во второй 
среде невозможно. Параметр А  в этом случае рассматривается 
как эмпирический. Отметим, что линейная зависимость потока, 
отводимого во вторую среду, от разности температур Ts — 
вытекает из линейности уравнений переноса (в отсутствие ис­
точников) в этой среде.
Закон Ньютона (55) называется граничным условием I I I  
рода. В следующем параграфе мы рассмотрим несколько при­
меров решения задач тепломассопереноса с использованием 
рассмотренных граничных условий.
§ 8. Теплоперенос вблизи сферической 
частицы
П рогрев сферического вклю чения при однородном 
тепловом потоке в окруж аю щ ей среде. Рассмотрим сфери­
ческую частицу радиуса R  и теплопроводностью А2, помещен­
ную в неподвижную бесконечную среду с теплопроводностью 
Аі. Предположим, что на бесконечном расстоянии от частицы 
задан однородный стационарный тепловой поток с градиентом 
температуры gradT\ = Е. Требуется найти распределение тем­
пературы внутри и вне частицы. Далее, будем обозначать все 
величины, относящиеся к частице, нижним индексом 2, относя­
щиеся к окружающей среде -  индексом 1.
Поскольку среда внутри и вне частицы неподвижна, а тепло­
вые источники отсутствуют, распределение температуры внут­
ри и вне частицы подчиняется уравнению (50). В стационарном 
случае это уравнение принимает вид, одинаковый как внутри,
так и вне частицы:
А Т  =  0 . (56)
В математической физике уравнение (56) называется 
уравнением Лапласа. Поскольку частица имеет сферическую 
форму, решать это уравнение удобнее всего в сферической си­
стеме координат с началом в центре частицы и полярной осью z , 
направленной вдоль градиента температуры на бесконечности. 
Эта система координат показана на рис. 9. Положение любой 
точки в пространстве задается при помощи расстояния г до 
начала координат, азимутального угла 0, на который радиус- 
вектор отклоняется от оси г, и полярного угла определяю­
щего отклонение проекции радиуса-вектора на плоскость, пер­
пендикулярную г, от некоторой координатной оси в этой плос­
кости.
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Обсудим теперь граничные условия нашей задачи. На беско­
нечном расстоянии от частицы задана температура с однород­
ным градиентом Е , направленным по оси z . Выбирая за ноль 
температуры ее значение в месте, где находится центр частицы, 
имеем
г —> оо, Ti —► Ez  .
Переписывая это условие в сферической системе координат, 
получаем
г —► оо, Т\ —► Е г созѲ . (57)
На поверхности частицы, т. е. при г = Я, выполняется усло­
вие непрерывности температуры, т. е.
г =  Д, Тг = Т 2 . (58)
В соответствии с условием (53) на поверхности частицы вы­
полняется условие равенства нормальных к границе компонент 
теплового потока. В сферической системе координат это дает
r=R' x' t = x>f- <59>
Вернемся теперь к уравнению Лапласа (56). В теории урав­
нений математической физики разработаны общие методы ре­
шения этого уравнения в сферической системе координат, ос­
нованные на разложении искомых функций 7\ и Т2 в ряды по 
собственным функциям уравнения Лапласа. Однако вычисле­
ния по общим алгоритмам громоздки, поэтому мы воспользу­
емся более коротким способом. Прежде всего заметим, что наша 
задача полностью симметрична относительно полярной оси z. 
Следовательно, ее решения не могут зависеть от полярного уг­
ла (р, так как не существует физически выделенной оси, от ко­
торой этот угол можно было бы отсчитывать. Таким образом, 
температура внутри и вне частицы зависит только от угла Ѳ и 
радиуса г.
Условие на бесконечности (57) позволяет надеяться найти 
решение уравнения (56), удовлетворяющего этому условию, в 
виде Т  =  /(r)cos0 . Читатели, знакомые с теорией оператора 
Лапласа, поймут, что такой путь должен привести к замкнуто­
му уравнению относительно / ,  так как cos Ѳ является собствен­
ной функцией этого оператора.
Вид оператора Лапласа в сферической системе координат 
хорошо известен. Для справки:
1 д2ф' 
sin2 Ѳ dip2
Подставляя сюда вместо ф функцию Т  = /(r)cos0 , прихо­
дим к уравнению относительно / :
Уравнение (61) является однородным уравнением Эйлера. 
Такие уравнения имеют степенные решения Т  ~  гп. Подстав­
ляя это решение в (61), получаем п =  1, —2. Следовательно, как 
внутри, так и вне частицы /  =  Аг +  Вг~2, где А и В -  постоян­
ные коэффициенты.
Внутри частицы должно выполняться условие В  = 0, так 
как в противном случае в центре частицы температура обратит­
ся в бесконечность, что, конечно, физически невозможно. Вне 
частицы граничное условие (57) дает А = Е. Таким образом,
Подставляя (62) в граничные условия (58, 59), приходим к 
системе уравнений относительно А и В:
Подставляя (64) в (62), окончательно находим распределе­
ние температуры Т\ и Тч вне и внутри частицы.
Выделение тепла сферической частицей с поверх­
ностными источниками. Снова рассмотрим сферическую ча­
стицу в бесконечной среде. Все величины, относящиеся к ча­
стице, будем обозначать индексом 2, к окружающей среде -
(бі)
Т\ =  (Е + Br  2) cos Ѳ, Т2 = Ar cos Ѳ . (62)
A R  -  BR~2 = E R  ,
A2A + 2Ai BR~3 =  Ai E .
(63)
Решение этой системы
(64)
индексом 1. Допустим, что на поверхности частицы однородно 
распределены тепловые источники с плотностью hs. Для мак­
симальной простоты будем считать, что hs не зависит от темпе­
ратуры. Задача состоит в том, чтобы найти стационарное рас­
пределение температуры внутри и вне частицы.
Задачу снова будем решать в сферической системе коорди­
нат, показанной на рис. 9. Стационарное распределение темпе­
ратуры подчиняется уравнению Лапласа (56); оператор Лапла­
са имеет вид (60). В силу полной симметрии задачи температу­
ра сейчас не может зависеть от углов Ѳ, (р. Положим Т  = /(г ). 
Подставляя это выражение вместо ф в оператор (60), приходим 
к уравнению
Это уравнение имеет общее решение
/  = Л +  Вг" 1 , (66)
где Л, В -  постоянные интегрирования.
Выберем за ноль температуры ее значение на бесконечном 
расстоянии от частицы. Тогда
Г ->  оо, /  ->  0 . (67)
Это означает, что вне частицы параметр А равен нулю. Внут­
ри частицы В =  0, иначе температура в ее центре обращается 
в бесконечность, что невозможно. Таким образом,
Ті = В г~ \  Т2 = А . (68)
На поверхности частицы выполняются условие непрерывно­
сти температуры и условие баланса потоков (54). Заметим, что в 
(54) речь идет о компонентах плотности потока, перпендикуляр­
ных границе между двумя средами, т. е. в случае сферической 
частицы -  о радиальных компонентах данного вектора. Учиты­
вая это, мы можем записать граничные условия на поверхности 
частицы в виде
A = B R ~ \  \ iB R ~ 2 = hs . (69)
Отсюда В  =  h ,R 2/ \ 2, А — h3R/X2. Подставляя эти соотно­
шения в (66), находим распределение температуры внутри и вне 
частицы.
Отметим, что аналогично задачам о теплопереносе, решен­
ным в этом параграфе, могут быть решены и задачи о диффу­
зии примеси. Отличие диффузионной и тепловой задач будет 
заключаться только в том, что концентрации примеси пропор­
циональны друг другу на поверхности частицы, в то время как 
температуры равны.
§ 9. Электрический ток
В этом параграфе мы кратко обсудим теорию переноса элек­
трического заряда.
Рассмотрим некоторую систему электрически заряжен­
ных частиц. Обозначим Пі, п2;... концентрации частиц, об­
ладающих зарядами qi,q2, ■■■ ■ По определению плотностью 
электрического заряда р называется величина
Суммирование здесь ведется по всем типам зарядов. 
Допустим, что заряженные г-частицы под действием элек­
трического ПОЛЯ ДВИЖУТСЯ С ДреЙфоВОЙ СКОРОСТЬЮ ~Uj. 
Плотность электрического тока определяется так:
Физический смысл плотности электрического тока -  количе­
ство заряда, переносимого через единичную площадку в едини­
цу времени. Аналогично уравнению неразрывности (9) можно 
вывести закон неразрывности электрического заряда
Величина, аналогичная плотности источников h в тео­
рии электричества, отсутствует, так как справедлив закон
сохранения заряда: в замкнутой системе полный электри­
ческий заряд  постоянен.
Обозначим Е -  напряженность электрического поля. По 
определению это есть сила Кулона, действующая на единичный 
положительный заряд. Поскольку плотность тока j  является 
плотностью дрейфового потока в поле электрических сил, ана­
логично (3) можно записать і і і  = РіЯі Е,  где /?» -  подвижность 
і-го заряда. Следовательно,
называется электропроводностью среды. Приведенное соотно­
шение для j  называется законом Ома.
По определению электрический потенциал <р связан с напря­
женностью поля: Е = —grad<p. При решении многих задач за­
кон Ома удобно использовать в виде
Необходимо отметить, что линейная форма закона Ома, в 
которой плотность тока прямо пропорциональна напряжению, 
справедлива только тогда, когда распространение тока прак­
тически не меняет структуру вещества, что возможно, только 
если приложенное напряжение достаточно мало. При больших 
напряжениях распространение тока вызывает нагрев вещества, 
изменение его молекулярной структуры, может происходить до­
полнительная ионизация раствора электролита. Все это приво­
дит к зависимости электропроводности от приложенного напря­
жения, следовательно, к нелинейной зависимости j  от Е.
j  =сгЕ ,
где
j  =  —<jgrad<p .
2. ОСНОВЫ ГИДРОДИНАМИКИ
Гидродинамика -  наука о течении газов и жидкостей. Нет 
необходимости подробно объяснять важность роли гидродина­
мических явлений в жизнедеятельности организмов. К таким 
явлениям относятся движение крови по сосудам и в сердечной 
мышце, лимфы в лимфатических сосудах, воздуха в воздухо­
носных путях и в легких, перемещение живых организмов в 
жидкой среде и в воздухе и т. д.
С точки зрения механики как науки о различных фор­
мах движения гидродинамика относится к механике сплошных 
сред. Это значит, что в рамках гидродинамики мы забываем о 
молекулярной структуре вещества и считаем, что описываемое 
вещество сохраняет все свои свойства вплоть до его деления 
на мельчайшие участки. Такое приближение оправданно, если 
в мельчайшем (элементарном) объеме, который мы еще можем 
воспринимать при помощи наших органов чувств или прибо­
ров, содержится очень много молекул. Объемы, содержащие 
очень много молекул и "представляющие" все свойства веще­
ства, называются представительными. Следовательно, услови­
ем применения методов гидродинамики является возможность 
выделения элементарного представительного объема.
Опыт показывает, что при постоянной температуре среды 
для описания ее гидродинамического течения достаточно ука­
зать значения скорости ~ѵ , плотности р среды и давления р 
в ней как функций координат и времени. Нашей ближайшей 
задачей является вывод уравнений, позволяющих определить 
эти функции. В соответствии с опытом мы будем заранее пред­
полагать, что ~ ѵ , р я р -  непрерывные функции координат и 
времени.
§ 10. Уравнение неразрывности 
в гидродинамике
Первое из уравнений гидродинамики, с которым мы познако­
мимся, называется уравнением неразрывности. Оно имеет вид
^  + div (р ѵ ) =  0 . (70)
Для доказательства этого уравнения рассмотрим некоторый 
объем V с постоянной формой и размерами. Этот объем схема­
тически показан на рис. 10.
Рис. 10
Изменение массы М  вещества в этом объеме за малое время 
dt есть
dM = M{t  +  dt) -  M(t) = dt = !  ^ d V  . (71)<jt Jy (jt
Здесь учтено, что по определению М  =  f v pdr  и при посто­
янных границах объема операции интегрирования по объему и 
дифференцирования по времени можно менять местами.
Масса вещества в объеме V может меняться за счет двух ме­
ханизмов: 1) вещество появляется или исчезает из этого объема 
вследствие каких-либо физико-химических реакций; 2) за счет 
его нескомпенсированного потока через границы объема. Мы
не будем рассматривать первый механизм, так как он крайне 
нетипичен для гидродинамических явлений.
Для анализа второго механизма выделим на поверхности на­
шего объема маленькую (элементарную) площадку с площадью 
ds. Выберем размеры этой площадки настолько маленькими 
чтобы, во-первых, считать ее локально плоской и, во-вторых, 
чтобы на ее размерах можно было пренебречь изменением ско­
рости потока и плотности среды. Обозначим 7? вектор единич­
ной нормали к этой площадке, направленный наружу из объема 
V. Обозначим ѵ± =  (7? • 7?) проекцию вектора скорости 7? на 
нормаль 7?. Несложно показать, что за время dt через эту пло­
щадку из объема V наружу переходит масса вещества, равная
pv±dsdt =  p{~vl/)dsdt  . (72)
Круглые скобки в (72) и далее снова означают скалярное 
произведение векторов.
Чтобы получить полную массу вещества, пересекающую ш - 
нутри наружу всю границу S  объема V , нужно проинтегри­
ровать (72) по поверхности S  рассматриваемого объема. Этот 
интеграл равен массе вещества, покидающего объем V за время 
dt, следовательно, он равен — dM. Учитывая (71), получаем
/  = ~ f  p(^)ds • (73)Jv  ut Js
По теореме Остроградского -  Гаусса
/ р (~v~v) ds = I div (p~v) d~r* . (74)
Js  Jv
Используя (74) в (73), приходим к равенству
[ = — f div {p~v) d~r . (75)
Jv &t Jv
При выводе равенства (75) мы не делали никаких оговорок 
относительно формы или размера объема V , по которому про­
водится интегрирование в (75). Следовательно, это равенство 
выполняется для любого объема интегрирования, что возмож­
но, только если подынтегральные функции в (75) тождествен­
но равны. Учитывая это, приходим к уравнению (69). Заметим
также, что при выводе этого уравнения мы не использовали 
никаких предположений о физических свойствах среды, кро­
ме непрерывности изменения ее скорости и плотности. Поэто­
му уравнение (69) в приближении сплошной среды описывает 
связь скорости и плотности в любом веществе, независимо от 
его физической природы.
Уравнение неразрывности (69) может быть упрощено в важ­
ном частном случае, когда движущуюся среду можно счи­
тать несжимаемой, т. е. пренебречь изменением ее плотности 
при гидродинамическом течении. Опыт показывает (см. также 
[1]), что реальные жидкости обладают очень малой сжимаемо­
стью, -  нужно приложить очень большое усилие, чтобы замет­
но изменить плотность жидкости. Поэтому, как правило, при 
решении задач гидродинамики жидкости рассматриваются как 
несжимаемые среды. Полагая в (69) плотность р постоянной ве­
личиной, получаем
div 1? =  0 . (76)
Соотношение (76) называется уравнением несжимаемости.
3. ИДЕАЛЬНАЯ Ж ИДКОСТЬ
В этом разделе мы рассмотрим простейшую, но тем не менее 
описывающую очень широкий класс гидродинамических явле­
ний модель идеальной жидкости. В рамках этой модели прене- 
брегается эффектами вязкости и другими процессами, вызыва­
ющими диссипацию энергии движения жидкости.
§ 11. Уравнение Эйлера
Уравнения неразрывности (69) недостаточно для определе­
ния пяти функций, описывающих движущуюся среду, -  плот­
ности р, давления р и трех компонент скорости В этом раз­
деле мы выведем уравнение движения жидкой среды, являю­
щееся вторым законом Ньютона, записанным в форме, удоб­
ной для решения гидродинамических задач. Все последующие 
рассуждения одинаково применимы как для жидкостей, так и 
для газов. Поэтому, если не будет оговорено особо, под словом 
жидкость мы будем понимать как собственно жидкость, так и 
газ.
Выделим в жидкости малый параллелепипед со сторонами 
dx, dy, dz, движущийся вместе с жидкостью. Этот параллелепи­
пед показан на рис. 11.
Учитывая, что объем параллелепипеда dV =  dxdydz, второй 
закон Ньютона для него можно записать так:
d v  —►p-j-dxdydz  =  dF  , (77)at
где dF -  сила, действующая на этот параллелепипед. Эта сила 
состоит из следующих компонент:
-  силы давления d F p. Давление жидкости с одной стороны 
параллелепипеда (скажем, слева) может отличаться от давле­
ния с другой стороны (справа). Это порождает силу нескомпен- 
сированного давления, действующую на параллелепипед. Учи­
тывая, что сила, действующая по нормали к грани параллеле­
пипеда, равна произведению давления на площадь этой грани, 
у-компоненту этой силы мы можем рассчитать так:
dv
dFPy = p(y)dxdz — p(y +  dy)dxdz = —— dxdydzoy
Аналогично
dp dp
dFpx ' " dxdydz) dFp% ~~ j  dxdydz  
ox  oz
dz
dx.
dy
Рис. 11
Полученные выражения для компонент силы d F p могут 
быть объединены в одно векторное равенство
d F p = —gradp =  — Vp . (78)
Здесь, следуя традиции, мы использовали векторный опера­
тор
=> -* д — д д
Ѵ "  ' Ш + , Щ + к Т г '
где г , j  , к -  орты, направленные вдоль осей гг, у, z соответ­
ственно;
-  объемной (массовой) силы F д. Сила давления действует 
на наш параллелепипед через его поверхность. В отличие от 
этого на жидкость в каждой ее точке, т. е. в каждой точке 
внутри параллелепипеда, могут действовать силы, называемые 
объемными или массовыми. Примерами таких сил могут быть 
силы гравитации, электрические, магнитные и др. Так как в 
задачах гидродинамики чаще всего объемными являются силы 
гравитации, для обозначения этих сил мы используем индекс д. 
Введем плотность /  д объемных сил по правилу
d F g =  l 9dV  . (79)
В случае гравитационных сил /  д = р~д , где ~д -  ускорение 
свободного падения. В случае действия других объемных сил 
плотность силы определяется, исходя из физической природы 
этой силы. Соотношение (79) мы будем использовать в уравне­
нии (77), предполагая, что плотность объемной силы нам из­
вестна;
-  третьим типом сил, действующих на выделенный объем 
жидкости, являются силы трения этого объема с окружаю­
щими слоями жидкости. Эти силы, как и силы давления, дей­
ствуют через поверхность параллелепипеда. Внутреннее трение 
между различными частями жидкости называется вязкостью. 
Вязкие силы, как и силы трения между различными телами, 
приводят к диссипации механической энергии движения среды 
в тепловую энергию.
Моделью идеальной жидкости называется приближение, в 
котором пренебрегается действием всех диссипативных сил и 
процессов в жидкости. К таким процессам, помимо вязкости, 
относятся теплопроводность, электрическое сопротивление и 
ряд других. Мы начнем знакомство с гидродинамикой с прибли­
жения идеальной жидкости. Это приближение не только про­
стейшее, но и вполне работоспособное. В следующих разделах 
мы увидим, что очень многие гидродинамические явления мо­
гут быть успешно описаны в приближении идеальной жидкости, 
а также установим критерии, когда это приближение является 
успешным.
В рамках приближения идеальной жидкости мы пренебрега­
ем вязкими силами, поэтому в (77) dF  =  d F p + d F д. Учитывая 
(78) и (79), а также то, что dV — dxdydz, получаем
р ^  = - Ѵ р  + 7 я - (80)
Учтем теперь, что каждая компонента скорости I f  является 
функцией от трех пространственных координат х, уу z паралле­
лепипеда и времени і. Поэтому для і-й компоненты скорости 
получаем
dvi dvi dxdvi dydvi dzdvi 
dt dt dt dx dt dy dt dz
Учитывая, что x, у, z -  координаты параллелепипеда, дви­
жущегося вместе с жидкостью, имеем
dx dy dz
l t =Vx) l i , =Vy) di ,= V z '
Поэтому последнее соотношение может быть переписано так:
dvi dvi dvi dvi дѵ{ dv{ \
I t  =  -at + а* + + “■ з 7  = Ж  + ( ” ѵ Ѵ
Здесь мы учли определение оператора V.
Подставляя последний результат в закон Ньютона (80), при­
ходим к векторному уравнению
(81)
Соотношение (81) называется уравнением Эйлера.
Скалярное уравнение неразрывности (70) и векторное урав­
нение Эйлера (81) образуют систему из четырех уравнений, в 
то время как нам нужно определить пять неизвестных функ­
ций р,р, ѵх, ѵу и vz. Эти уравнения никак не отражают внутрен­
нюю молекулярную структуру движущейся среды. Пятое урав­
нение, замыкающее задачу, является уравнением состояния 
вещества, которое связывает между собой концентрацию мо­
лекул в веществе, давление и температуру. Такое уравнение мо­
жет быть получено или методами молекулярной физики, или
же, если проблема вывода этого уравнения оказывается слиш­
ком сложной для теории, -  эмпирическими методами, на ос­
нове результатов экспериментов. Мы знакомы с уравнениями 
состояния идеального газа, газа ван дер Ваальса, а также ря­
да полимерных и жидкокристаллических систем [1]. В случае 
несжимаемой жидкости ( р  = const) нам необходимо найти че­
тыре функции -  р уѵ х у Ѵу и ѵг. Для этого достаточно четырех 
уравнений -  уравнения несжимаемости (76) и трех уравнений в 
векторном уравнении Эйлера (81).
Итак, полная система уравнений гидродинамики идеальной 
жидкости состоит из уравнения неразрывности (70), уравне­
ния Эйлера (81) и соответствующего уравнения состояния. Ес­
ли жидкость может рассматриваться как несжимаемая, замкну­
тую систему образуют уравнение несжимаемости (76) и Эйлера 
(81).
§ 12. Гидростатика
Целью гидростатики является определение распределения 
плотности и давления, а также формы свободной поверхности 
для неподвижной жидкости. Рассмотрим несколько типичных 
задач гидростатики.
Баром етрическая ф орм ула Больцмана. Барометриче­
ская формула Больцмана определяет зависимость давления 
изотермического идеального газа от высоты в поле силы тя­
жести. Ранее, в [1], мы вывели эту формулу непосредственно из 
функции распределения Больцмана. Полезно вывести ее и из 
гидродинамических соображений.
Рассмотрим идеальный газ в однородном поле тяжести. 
Предполагаем, что интересующие нас расстояния от поверхно­
сти земли много меньше ее радиуса, поэтому кривизной поверх­
ности можно пренебречь. Кроме того, пренебрежем зависимо­
стью температуры от высоты.
Для неподвижного газа уравнение Эйлера (81) имеет вид
— Ѵр +  р~д =  0 . (82)
Введем декартову систему координат так, как показано на 
рис. 12.
Рис. 12
В этой системе координат с учетом направления ускорения 
свободного падения уравнение (82) имеет вид
I  -  - *  • (83)
Уравнение (20) состояния идеального газа удобно записать 
так:
Р = ~ Т ,  (84)
га
где m -  масса молекулы газа. Подставляя (84) в (83), приходим 
к уравнению
dp mg  
dz = ~ Р^Г ’
решение которого
/  m gz\  р = р0ехр — —  J
совпадает с барометрической формулой Больцмана, получен­
ной в [1].
Гидростатическое давление в несж имаемой ж и д к о ­
с т и . Рассмотрим несжимаемую жидкость, находящуюся в од­
нородном поле тяжести. Над плоской поверхностью жидкости 
находится атмосфера с постоянным давлением ра. Требуется 
найти зависимость давления в жидкости от глубины, т. е. от 
расстояния до ее поверхности.
Введем систему координат так, как показано на рис. 13.
z
h
Рис. 13
Аналогично предыдущему случаю уравнение Эйлера сейчас 
снова имеет вид (83). Учитывая, что плотность р сейчас посто­
янна, получаем решение этого уравнения:
р =  const — pgz .
Постоянную интегрирования определяем из граничного 
условия р =  ра при z = 0. Вводя глубину жидкости Л = —2, 
окончательно получаем
Р  =  Ра +  p g h  .
Свободная поверхность вращающ ейся жидкости. Рас­
смотрим вертикальный очень длинный цилиндрический сосуд, 
в котором находится несжимаемая жидкость. Верхняя часть 
цилиндра открыта и сообщается с атмосферой. Сосуд вместе 
с жидкостью вращается вокруг своей оси с угловой скоростью 
f2. Требуется определить форму свободной поверхности жидко­
сти. Задача проиллюстрирована на рис. 14, где горизонтальная 
штриховая линия отмечает уровень жидкости в покоящемся ци­
линдре.
Перейдем в систему координат, вращающуюся вместе с ци­
линдром. С учетом действия центробежной силы, а также того, 
что в этой системе координат движение жидкости отсутствует, 
уравнение Эйлера имеет вид
Р
Расписывая это векторное уравнение по компонентам, полу­
чаем
Рис. 14
Решения этих уравнений имеют вид
р =  ^рП2г2 +  Ci(z)
Р =  —P9Z +  C2{r) ,
где С\ и С2 -  функции только от z и г соответственно. 
Поскольку в этих выражениях давление одно и то же,
Обозначим 2-координату свободной поверхности как £(г). 
При z =  f(r) давление жидкости должно быть равно атмо­
сферному давлению, т. е. р(£(г)) =  ра. Отсюда и из последнего 
уравнения получаем
Свободная поверхность жидкости во вращающемся цилин­
дре имеет форму параболоида. Постоянная интегрирования 
здесь может быть определена из условия равенства объема жид­
кости над ее невозмущенным уровнем объему освободившегося 
пространства под этим уровнем.
§ 13. Теорема Бернулли
Уравнение Эйлера является нелинейным уравнением в част­
ных производных. Как правило, решение таких уравнений пред­
ставляет большие трудности. Вспомним, что в механике частиц 
второй закон Ньютона также представляет собой, вообще гово­
ря, нелинейное дифференциальное уравнение. Во многих слу­
чаях решение задачи о движении частиц сильно упрощается,
р — ірП 2г2 — pgz +  const . 
z
если воспользоваться законами сохранения. В механике извест­
но три таких закона -  законы сохранения механической энер­
гии, импульса и момента импульса. В гидродинамике идеальной 
жидкости существуют аналоги этих законов. Их использование 
часто позволяет свести решение дифференциального уравнения 
Эйлера к решению простейших алгебраических уравнений.
Аналогом закона сохранения энергии в гидродинамике явля­
ется теорема Бернулли. Эта теорема справедлива для стацио­
нарного течения жидкости. Чтобы ее получить, запишем стаци­
онарное уравнение Эйлера
Теорема Бернулли формулируется и может быть доказана 
как для сжимаемых, так и для несжимаемых сред. Мы выве­
дем ее для простейшего случая несжимаемой жидкости. Общее 
доказательство этой теоремы можно найти в стандартных учеб­
никах по гидродинамике, например в [2|.
Предположим, что массовая сила /  д потенциальна, т. е.
/  д =  —pVtx, где и -  потенциальная энергия единицы массы 
жидкости.
Учтем теперь общее векторное равенство
справедливое, независимо от физической природы вектора ѵ . 
Квадратные скобки здесь, как обычно, означают векторное про­
изведение. Используя это равенство в уравнении (85) и занося—►
постоянную плотность р под знак градиента V, получаем
Назовем линией тока линию, касательная к которой в каж­
дой точке совпадает со скоростью жидкости ~ѵ. Для стацио­
нарных течений линия тока совпадает с траекторией движения 
жидкой частицы в среде. Другими словами, если мы внесем
(85)
(86)
в стационарный поток жидкости маленькую частицу (капель­
ку несмешивающейся жидкости), то траектория движения этой 
частицы совпадет с линией тока основной жидкости. Такой при­
ем используется в экспериментах для визуализации линий тока 
(скорости) жидкости. Для нестационарных же течений линия 
тока меняет свое направление и "уходит" от траектории про­
шедшей частицы.
Выберем какую-либо линию тока и обозначим I -  единич­
ный вектор, направленный вдоль этой линии. Умножим обе 
части уравнения (86) слева скалярно на I . По свойству опе­
ратора градиента левая часть этого уравнения станет равной 
д(ѵ2/2 + р/р + и) /ді, где д/ді означает производную по на­
правлению линии тока. Правая же часть (86) после умножения 
на I станет равной нулю, так как векторы I и ~ѵ параллельны, 
а правая часть (86), в силу свойств векторного произведения, 
перпендикулярна 1).
В результате
Здесь consti означает величину, постоянную на линии то­
ка. Для разных линий тока, вообще говоря, она может быть 
различной.
Соотношение (88) является теоремой Бернулли. Мы дока­
зали ее для несжимаемых жидкостей, но, как уже отмечалось, 
она может быть доказана и в общем случае при учете сжимае­
мости среды.
Обратим внимание на то, что в (88) член ѵ2/2 является ки­
нетической энергией единицы массы жидкости, а и -  ее потен­
циальной энергией в поле внешних сил. Можно показать (см., 
например, [2]), что р/р  соответствует работе сил давления по 
переносу единичной массы жидкости вдоль линии тока. Следо­
вательно, соотношение (88) является законом сохранения меха­
нической энергии для жидкой частицы при ее движении вдоль
(87)
Отсюда
1 1 Р-ѵ  Н 1- и =  consti .
2 р
(88)
линии тока. Эта энергия для каждой частицы, вообще гово­
ря, может быть своя, что отражает зависимость постоянной в 
правой части (88) от линии тока, но для каждой частицы она 
сохраняется. Уже отсюда ясно, что теорема Бернулли может 
выполняться только в приближении идеальной жидкости, так 
как эффекты вязкого трения, как и любого трения, приводят к 
диссипации механической энергии в тепловую.
Формулировка теоремы Бернулли упрощается для случая, 
когда равенство rot~v = 0 тождественно выполняется во всем 
объеме жидкости. Поскольку операция rotl? отражает вихре­
вую структуру вектора 1?, течения, для которых гоГѵ =  0, на­
зывают безвихревыми. Для безвихревых течений правая часть 
уравнения (86) тождественно равна нулю и вместо (88) мы име­
ем ^
-ѵ 2 +  -  + и =  const , (89)
2 р
где в правой части находится величина, одинаковая для всей 
области течения. Это значительно упрощает применение тео­
ремы Бернулли для решения задач о безвихревом течении по­
тенциальной жидкости.
§ 14. Теорема Томсона (Кельвина)
Как мы только что видели, теорема Бернулли является зако­
ном сохранения энергии в гидродинамике идеальной жидкости. 
Сейчас мы докажем теорему, которая в гидродинамике играет 
роль закона сохранения момента импульса. Эта теорема назы­
вается теоремой Томсона (он же -  лорд Кельвин).
Рассмотрим некоторый замкнутый контур L, движущийся 
вместе с жидкостью. Назовем интеграл вдоль этого контура
циркуляцией скорости вдоль этого контура. Теорема Томсона 
утверждает, что циркуляция Г с течением времени не ме­
няется.
Для доказательства этой теоремы возьмем полную произ­
водную от Г по времени. Учитывая, что контур L движется 
вместе с жидкостью, а значит, расположение его точек в про­
странстве меняется, получаем
Так как движение точек контура повторяет движение жид­
кости, то <Гг /dt = Т?. Кроме того, по правилам дифференциро­
вания ~vd^v =  dv2/ 2. Поэтому интеграл от второго слагаемого 
в подынтегральной функции (90) является интегралом по зам­
кнутому контуру от полного дифференциала. Как известно, та­
кие интегралы тождественно равны нулю. В первом слагаемом 
для несжимаемой жидкости из уравнения Эйлера следует
где и -  снова потенциальная энергия единицы массы жидкости 
в поле внешних сил. Для сжимаемых сред также можно по­
казать, что полная производная от скорости по времени равна 
градиенту некоторой функции [2]. Поэтому интеграл от первого 
слагаемого в (90) преобразуется в интеграл по замкнутому кон­
туру от градиента скалярной функции. Такие интегралы также 
равны нулю. Итак, интегралы от обоих слагаемых в правой ча­
сти (90) равны нулю, что и доказывает теорему Томсона.
Воспользовавшись теоремой Стокса
где S  -  площадка, охватываемая контуром L; и -  нормаль к 
этой площадке; F  -  произвольный вектор, мы можем перепи­
сать определение циркуляции так:
Допустим, что в какой-то момент времени течение жидкости 
было безвихревым, т. е. во всем потоке выполнялось rot ѵ =  0.
dT
dt
(90)
Из последнего равенства и условия постоянства Г вдоль лю­
бого контура следует, что во все последующие моменты вре­
мени будет выполняться равенство rot~v =  0. Это означает, 
что в идеальной жидкости вихревое движение самопроизволь­
но возникать не может. С другой стороны, представим себе, что 
в начальный момент времени в какой-то точке пространства 
rot~v ф 0. Тогда циркуляция по любому сколь угодно малому 
контуру, охватывающему эту точку, тоже имеет ненулевое зна­
чение. В силу сохранения циркуляции, она будет иметь нену­
левое значение по этому жидкому контуру во все последующие 
моменты времени. Следовательно, для жидкой капли, находя­
щейся первоначально в точке с ненулевым ротором и движу­
щейся вместе с потоком, ротор скорости будет сохранять нену­
левое значение. Таким образом, вихревое движение идеальной 
жидкости не может ни самопроизвольно возникать, ни исчезать.
Как и теорема Бернулли, теорема Томсона справедлива 
только для идеальной жидкости, подобно тому, как закон со­
хранения момента количества движения в механике выполняет­
ся при вращательном движении только в отсутствие трения. В 
том, что вихревое движение может самопроизвольно возникать 
и исчезать, легко убедиться, если сделать в воде сильный гребок 
ладонью или любым другим предметом. За ладонью появится 
дорожка воронок, которые через некоторое время исчезнут. По­
явление вихревой дорожки, как и ее исчезновение, объясняется 
эффектами вязкости, которые мы будем обсуждать в следую­
щих параграфах.
§ 15. П рименение теорем Бернулли и Томсона 
в  гидродинамике идеальной ж и д к о с т и
В этом параграфе рассмотрим два примера использования 
теорем Бернулли и Томсона для решения задач гидродинамики 
идеальной жидкости.
Т рубка Вентури. Представим себе, что по некоторой тру­
бе течет жидкость, которая с хорошим приближением может 
рассматриваться как идеальная. Критерии, когда возможно ис­
пользование такого приближения, мы обсудим позже -  при изу­
чении течений реальных вязких жидкостей. Допустим, что нам 
нужно измерить скорость течения жидкости в трубе. Устрой­
ство, позволяющее это сделать, схематично показано на рис. 15. 
Оно называется трубкой Вентури. Широкая часть соответству­
ет основной части трубы, узкая -  врезка -  служит для опреде­
ления скорости в широкой, основной части течения. Все вели­
чины, относящиеся к широкой части трубы, мы будем отмечать 
индексом 1, к узкой -  2.
2 .
Рис. 15
При использовании трубки Вентури предполагается, что мы 
можем измерить разность давлений рі — в обеих частях наг­
нала. На рис. 15 эта возможность проиллюстрирована двумя
манометрами. ...............  .......
Предположим, что в основной части потока, слева от узкой 
врезки, течение безвихревое. Тогда по теореме Томсона оно бу­
дет безвихревым и во врезке, а также правее нее. Пренебрегая 
изменением потенциальной энергии жидкости при переходе от 
узкой части канала к широкой, из теоремы Бернулли (89) имеем
1Г +  \Ѵ* =  Г  +  Й  ' (91)Р\ 2 Р2 2
Для несжимаемой жидкости уравнение (91) может быть до­
полнено уравнением
V\S\ =  V2 S2 , (92)
где -  площади сечения соответствующих участков трубы. 
При известной разности р\ — р2 соотношения (90), (91) мож­
но рассматривать как систему из двух уравнений относительно 
скоростей ѵіУѴ2 . Решая ее, легко находим
_  / 2 ( р і —р2)~
1 ] I p (s */s > - i ) •
Задача об истечении ж идкости  из сосуда. Рассмотрим 
открытый цилиндрический сосуд с площадью сечения 5, в кото­
ром находится жидкость. Внизу сосуда просверлено отверстие 
площадью s «  S. Нам нужно определить скорость ѵ истечения 
жидкости из сосуда и скорость г>0, с которой опускается уровень 
жидкости.
Обозначим h высоту уровня свободной поверхности жидко­
сти над отверстием. Учитывая разность потенциальных энергий 
жидкости на высоте свободной поверхности и на уровне отвер­
стия, а также то, что на свободной поверхности и в выходном 
отверстии давление жидкости равно атмосферному давлению, 
запишем уравнение Бернулли в виде
+ gh = іѵ 2 . (93)
Аналогично (92) запишем уравнение неразрывности:
ѵоS  =  vs . (94)
Поскольку .s < < 5 ,  скорость ѵ0 движения уровня свобод­
ной поверхности много меньше скорости ѵ истечения жидкости 
из сосуда, поэтому в уравнении (187) можно пренебречь. В 
результате
ѵ =  \/2gz .
Обратим внимание на то, что точно такой же результат полу­
чился бы для скорости тела, падающего с высоты Л, а уравнение
(187) в точности совпадает с законом сохранения энергии для
падающего тела. Скорость ѵо движения поверхности жидкости 
легко определяется из (94).
4. В Я З К А Я  Ж И Д К О С Т Ь
§ 16. У равнение Н авье-С токса
Вернемся теперь к общему уравнению (77) движения элемен­
тарного жидкого объема. Введем плотность силы, действующей 
внутри жидкости, по правилу dF  = f  dV , где dV =  dxdydz -  
объем элементарного параллелепипеда, показанного на рис. И.
Как уже отмечалось, сила d F , действующая на этот объем, 
а значит и плотность силы / ,  складывается из силы давления с 
плотностью / р = — Vjj, массовой силы с плотностью / д и вяз­
кой силы dFjj, плотность которой обозначим f  Наша задача 
сейчас состоит в том, чтобы в уравнении движения (77) учесть 
силы вязкого трения между участками движущейся жидкости. 
Стоит заметить, что физическая природа возникновения вязких 
сил состоит в притяжении друг к другу молекул близких слоев 
жидкости -  в отсутствие такого прятяжения жидкость испари­
лась бы. Поэтому движение слоев жидкости относительно друг 
друга сопровождается разрывом и возникновением вновь связей 
между молекулами этих слоев. Часть энергии относительного 
движения при этом диссипирует в тепло, движение тормозит­
ся. Повышение температуры жидкости облегчает разрыв меж- 
молекулярных связей, поэтому вязкость жидкостей падает при 
увеличении температуры.
Мы будем основываться на опытном законе Ньютона, по 
которому вязкая  сила, действую щ ая на элементарную  
площ адку, пропорциональна ее площ ади 6S. Физический 
смысл этого результата вполне прозрачен: сила вязкого трения, 
действующая на некоторую поверхность, аддитивно складыва­
ется из сил, действующих на различные участки этой поверхно­
сти. Обозначив SFfj вязкую силу, действующую на площадку SS , 
в соответствии с законом Ньютона имеем SF'п =  crdS. Коэффи­
циент пропорциональности а называется вязким напряжением. 
Его физический смысл -  вязкая сила, действующая в потоке на 
единичную площадку.
Необходимо, однако, учесть, что сила -  векторная величина.
Очевидно, в потоке с заданным направлением сила, действую­
щая на одну и ту же площадку в разных направлениях, будет 
различной, т. е. коэффициент пропорциональности о должен 
зависеть от направления действия вязкой силы. Кроме того, 
площадка может быть по-разному ориентирована относительно 
потока. С другой стороны, вязкая сила, действующая в потоке 
на площадки одинаковых размеров, но по-разному ориентиро­
ванных относительно потока, также будет различна.
Введем вектор площадки по правилу d S  = T?dS, где 7? это 
вектор единичной нормали к площадки. В векторном виде закон 
Ньютона может быть записан так:
SFffi — VijSSj ,
где г, j  =  .т, y ,z  -  декартовы координаты. Таким образом, коэф­
фициент пропорциональности между компонентами силы, дей­
ствующей на площадку, и компонентами вектора этой площад­
ки является матрицей Физический объект, которому в со­
ответствие ставится матрица, называется тензором.
Напомним, что вектором называется объект, которому в 
некоторой системе координат в соответствие ставится строка 
или столбец. Как известно, вектором является не каждая стро­
ка (столбец) чисел, -  компоненты вектора должны обладать 
определенными трансформационными свойствами при измене­
нии системы координат. Компоненты матрицы также должны 
обладать своими трансформационными свойствами, чтобы эта 
матрица соответствовала тензору. Более подробно трансформа­
ционные свойства компонент векторов и тензоров обсуждаются 
в стандартных курсах векторного и тензорного анализа.
Известно, что необходимыми свойствами обладают ком­
поненты матрицы, являющейся, подобно коэффициентом 
пропорциональности между двумя векторами. Поэтому гово­
рят, что <Jij является тензором вязких напряжений. Физиче­
ский смысл компоненты <т^  этого тензора -  вязкая сила, дей­
ствующая в направлении оси г на единичную площадку, нор­
маль к которой направлена вдоль j.
Определим теперь плотность вязких сил /  л. С этой целью 
снова рассмотрим элементарный параллелепипед, показанный
на рис. 23. Представим себе, что скорость потока направлена 
вдоль оси у и нарастает снизу вверх вдоль оси z. Если перейти 
в систему координат, движущуюся вместе с параллелепипедом, 
то слои жидкости ниже его будут двигаться в отрицательную 
сторону вдоль этой оси, а слои выше параллелепипеда -  в по­
ложительную. Следовательно, на нижнюю грань в направлении 
оси у будет действовать сила вязкого трения, направленная вле­
во, т. е. с отрицательной у-компонентой, а на верхнюю грань -  
сила с положительной компонентой. Баланс этих сил дает ре­
зультирующую силу
SFrj(z + dz) -  SF^z)  =  (ayz(z +  dz) -  ayz(z + dz)) dxdy =
=  ^ d x d y d z  .
Совершенно аналогично в случае изменения скорости так­
же вдоль оси х и у результирующие силы, действующие в 
направлении оси у на ближнюю и дальнюю грани, а также 
на левую и правую, оказываются равными: dayxjdxdxdydz  и 
дауу/дуdxdydz соответственно. Складывая силы, действующие 
на все грани элементарного параллелепипеда, приходим к тако­
му выражению для результирующей вязкой силы, действующей 
на параллелепипед в направлении оси у:
& )***•
Отсюда плотность этой силы
г _  дѵух , д(туу х dcryz
Аналогично (95) получаем выражение и для других компо­
нент /  В общем случае
- д(Тіх до%у d(T{z .  
f n i~  дх ду dz ' г ~ х ’У'2 - (96)
Соотношение (96) можно переписать в векторном виде, учи­
тывая свойства оператора V :
(97)
Теперь, чтобы учесть вязкие силы, мы должны прибавить f v 
к правой части (81). Используя (97), получаем общее уравнение 
движения вязкой среды
р (іг + С^)ѵ) = ~ р^+Ѵа+ • (Q8)
Уравнение (98) не замкнуто, так как тензор напряжений а 
в нем не выражен через скорость течения U\ Подчеркнем, что 
это уравнение имеет общий характер и применимо ко всем сре­
дам, независимо от их механических свойств, так как являет­
ся вторым законом Ньютона, записанным в форме механики 
сплошных сред. Для определения связи между а и 1? необ­
ходимо использовать предположения о физических свойствах 
исследуемого вещества.
Прежде всего заметим, силы внутреннего трения (вязкости) 
не могут возникать в жидкости, если она движется как целое 
с одинаковой всюду скоростью ~ѵ. Внутреннее трение возника­
ет только тогда, когда существует движение слоев жидкости 
относительно друг друга. Поэтому тензор а должен зависеть 
не от скорости 1?, а от ее пространственных производных. Де­
тальный молекулярно-кинетический анализ показывает, что ес­
ли скорость среды пренебрежимо мало меняется на расстояни­
ях порядка среднего расстояния между молекулами, вклад в 
а производных от 'ѵ второго и более высоких порядков также 
пренебрежимо мал.
Известно, что среднее расстояние между молекулами газа 
при комнатной температуре и атмосферном давлении порядка 
одного микрона. Трудно себе представить, чтобы скорость те­
чения газа ощутимо менялась на таких маленьких расстояни­
ях, тогда бы на расстояниях порядка нескольких сантиметров 
ее изменение было бы просто чудовищным. Исключения воз­
никают при течении очень разреженных газов. Однако в этих
/ ч = Ѵ а.
случаях основное допущение механики сплошных сред -  воз­
можность выделения элементарного представительного объема 
с очень большим числом молекул -  не выполняется и гидроди­
намические методы, строго говоря, неприменимы. Мы такие си­
туации рассматривать не будем. В жидкостях расстояния меж­
ду молекулами порядка размеров самих молекул. Практически 
во всех реалистических ситуациях изменение скорости течения 
жидкости на таких расстояниях ничтожно мало.
Итак, мы можем представить тензор вязких напряжений а 
в виде функции от производных dvi/dxj. Эта функция, вооб­
ще говоря, неизвестна и для разных веществ ее вид различен. 
Однако молекулярная теория показывает, что если внутренняя 
молекулярная структура среды при ее течении очень мало от­
личается от равновесной структуры, то с хорошим приближе­
нием можно воспользоваться линейным приближением разло­
жения а в ряд Тейлора по степеням dvi/dxj. Следовательно 
=  ]Гitj C kiijdvi/dxj. В этом приближении величины Cknj не 
зависят от скорости и ее производных и их можно рассматри­
вать как некоторые эмпирические постоянные.
Набор величин Cknj представляет собой матрицу 3 х 4 и, во­
обще говоря, включает в себя 81 компоненту. Использовать при 
работе такой большой набор эмпирических параметров, конеч­
но, чрезвычайно неудобно. К счастью, для большинства прак­
тически интересных ситуаций количество различающихся ком­
понент в этой матрице значительно меньше.
Можно показать, что условие отсутствия сил трения при 
вращении жидкости как целого (твердотельного вращения) 
приводит к симметричности матрицы С  по компонентам i, j  и 
k j .  Если в среде направления х  и — х  физически равноправ­
ны, то компоненты матрицы, содержащие нечетное число х, об­
ращаются в ноль. То же относится к координатам у и z. Если 
жидкость изотропна, т. е. все направления в ней физически рав­
ноправны, то компоненты С  не меняются при замене х на у, х 
на z и у на z. Учет этих обстоятельств для несжимаемых жид­
костей приводит к следующему соотношению:
(Tij =  77 (dvi/dxj +  dvj/dxi) . (99)
Набор производных dvi/dxj образует тензор, называемый
тензором градиента скорости. Используются также термины 
тензор скоростей деформаций и тензор скоростей сдвига. В 
правой части (99) фигурирует удвоенная симметричная часть 
этого тензора. Параметр 7? называется сдвиговой вязкостью 
среды. Подчеркнем, что соотношение (99) получено для несжи­
маемых сред, к которым, с хорошим приближением, относятся 
все известные жидкости. Для сжимаемых сред (газов) правая 
часть (99) дополняется членами, соответствующими вязким на­
пряжениям при всестороннем сжатии (разрежении) среды. Да­
лее мы будем рассматривать течения только несжимаемых жид­
костей, поэтому ограничимся приближением (99).
Жидкости, для которых справедливо приближение (99), на­
зываются ньютоновскими, так как Ньютоном экспериментально 
было установлено, что вязкие силы линейно зависят не только 
от величины площадки, на которую они действуют, но и от гра­
диента скорости течения. Среды, для которых по каким-либо 
причинам (99) не выполняется, называются неньютоновскими.
Соотношение (99) не выполняется, например, для неизотроп­
ных (анизотропных) жидкостей, для которых различные на­
правления в пространстве физически неравноправны. Приме­
рами анизотропных сред являются жидкие кристаллы, которые 
характеризуются не одним, а пятью и более коэффициентами 
вязкости. Нарушение (99) происходит при нелинейной связи 
между компонентами тензоров напряжения и градиента скоро­
сти течения. Такие ситуации типичны для полимерных, колло­
идных сред, а также для многих биологических жидкостей. От­
метим также, что в соотношении (99) предполагается, что изме­
нение тензора скоростей сдвига мгновенно приводит к измене­
нию тензора напряжений, и наоборот. В реальности это условие 
выполняется не всегда.
Вообще говоря, после изменения градиента скорости напря­
жение подстраивается к новому его значению за какое-то ко­
нечное время, называемое временем релаксации; при измене­
нии напряжения происходит подстройка тензора скоростей за 
конечное время ретардации. Для жидкостей типа воды, раство­
ров на ее основе, низкомолекулярных органических жидкостей 
времена релаксации и ратардации, как правило, намного мень­
ше секунды и ими обычно пренебрегают. Для полимерных, кол­
лоидных и биологических сред такие времена могут быть суще­
ственны и их необходимо учитывать. В этом разделе мы будем 
заниматься гидродинамикой ньютоновских жидкостей, типич­
ным представителем которых является вода.
Подставляя (99) в (98) и предполагая вязкость г) однородной 
во всей среде, получаем следующее уравнение течения несжи­
маемых ньютоновских жидкостей:
Уравнение (100) называется уравнением Навье-Стокса.
§ 17- Граничные условия к уравнению Навье-Стокса
Уравнение Навье-Стокса является дифференциальным 
уравнением в частных производных. В § 7 отмечалось, что 
такие уравнения могут быть решены только если заданы их 
граничные условия, отражающие физические условия на грани­
цах области решения задачи. Ниже рассмотрим три типичных 
случая граничных условий в задачах гидродинамики.
Ж и д ко сть  -  твердое тело. Представим себе, что вязкая 
жидкость течет вблизи плоской твердой стенки. Введем декар­
тову систему координат с началом на твердой поверхности и 
осью л, направленной перпендикулярно этой поверхности. Ес­
ли твердая стенка непроницаема для жидкости, то перпенди­
кулярная к ней составляющая скорости ~ѵ жидкости должна 
быть равна нулю. Что касается тангенциальной составляющей 
"г?, то, как показывает опыт, непосредственно на поверхности 
стенки она также обращается в ноль. Это условие называется 
принципом прилипания.
Физической причиной эффекта прилипания является то, что 
практически любая поверхность реального твердого тела содер­
жит микрошероховатости, щели, каверны. При течении жид­
кость сильно тормозится этими неоднородностями, застаивает­
ся в них. Из-за эффектов вязкого трения на высотах, немного 
превышающих размеры неоднородностей, жидкость не может 
обладать значительной скоростью. Поскольку вертикальные по
~ v j =  — Vp +  rjAl? +  f  g . (100)
отношению к поверхности размеры неоднородностей, как пра­
вило, гораздо меньше остальных размеров области течения и 
меньше тех, которые могут непосредственно восприниматься 
нашими органами чувств, их высотой пренебрегают, а эффекты 
застаивания жидкости в них интерпретируют как прилипание 
жидкости к гладкой поверхности.
Таким образом, граничные условия при течении жидкости 
вдоль твердой поверхности выглядят так:
z =  О, vz =  0; vXty =  0 . (10 1)
Ж и д к о сть  -  ж идкость. Рассмотрим две несмешивающи- 
еся жидкости 1 и 2 с плоской границей раздела между ними. 
Как и в предыдущем случае, используем систему координат с 
началом на граничной поверхности и осью z, направленной пер­
пендикулярно этой поверхности.
Предположим, что на границе жидкостей не образуются раз­
рывы и нет проскальзывания между ними. То обстоятельство, 
что жидкости не смешиваются, а значит не проникают друг в 
друга, а также то, что между ними не образуются разрывы, 
означает, что z-компоненты скоростей первой и второй жидко­
стей на границе равны. Отсутствие проскальзывания означает 
равенство тангенциальных компонент скоростей. Следователь­
но,
2 =  0, ѵ,і =  ѵг2; ѵХіУі =  vXiV2 . (102)
В силу третьего закона Ньютона вертикальная компонента 
силы, с которой первая жидкость действует на вторую, равна 
силе, с которой вторая действует на первую. Учитывая про­
тивоположное направление сил давления и вязкого трения по 
отношению к нормали к единичной площадке граничной по­
верхности, получаем
Z = 0, -P i  +  azz 1 =  -Р2 +  aZZ2 . (103)
Аналогично, третий закон Ньютона требует равенства тан­
генциальных сил, действующих на единичную площадку этой 
поверхности. Следовательно,
Z  =  0 ,  O x z l  =  & x z 2 >  & y z l  =  & y z 2  • ( Ю 4 )
Соотношения (102)-(104) образуют систему граничных усло­
вий на поверхности раздела несмешивающихся жидкостей.
Ж и дкость  — газ. Рассмотрим случай, когда движущаяся 
жидкость контактирует с газом, например с атмосферным воз­
духом. Снова рассматриваем случай плоской границы, ось z на­
правляем перпендикулярно к ней.
Мы будем учитывать, что газ является средой очень раз­
реженной по сравнению с жидкостью. Его вязкость намного 
меньше вязкости жидкости. Поэтому, несмотря на контакт с 
движущейся жидкостью, он остается практически неподвиж­
ным и давление в нем равно равновесному давлению, которое 
мы обозначим ра. В силу малой вязкости газа по сравнению 
с вязкостью жидкости, вязкими напряжениями в нем можно 
пренебречь. Следовательно, третий закон Ньютона на границе 
жидкость-газ выглядит так:
z = 0 — р Л- оzz =  —ра, оХ2 =  ayz =  0 . (105)
Здесь р и а  относятся к движущейся жидкости. Соотношение
(105) рассматривается как граничное условие на поверхности 
раздела "газ-жидкость" , если интерес представляет движение 
только жидкости, движение же газа может быть проигнориро­
вано.
В следующих параграфах мы рассмотрим несколько типич­
ных примеров течения вязких жидкостей, в которых использу­
ются полученные граничные условия.
§ 18. П лоское течение К уэтта
Рассмотрим щель, образованную двумя параллельными 
плоскими твердыми стенками (рис. 16). Будем считать, что раз­
меры стенок бесконечны. Щель заполнена вязкой жидкостью; 
стенки щели для нее непроницаемы, ширина щели равна h .
Предположим, что нижняя стенка неподвижна, а верхняя 
перемещается в своей плоскости с постоянной скоростью U . 
Требуется найти стационарное распределение скорости внутри 
щели.
Рис. 16
Введем декартову систему координат с началом на ниж­
ней плоскости, осью х , направленной вдоль скорости движения 
верхней плоскости, и осью 2, направленной вертикально вверх. 
Из соображений симметрии задачи следует, что у компонента 
скорости ~ѵ равна нулю, так как оба направления движения 
вдоль этой оси равноправны и система не может выбрать ни 
одно из них. Из этих же соображений следует, что от координа­
ты у оставшиеся компоненты скорости и давление зависеть не 
могут. Таким образом, задача из трехмерной становится дву­
мерной.
В этой постановке стационарное уравнение Навье-Стокса 
(100) выглядит так:
(  д д \  др (  д2 д2 \
р { ѵ' э і +ѵ- Т г ) ѵ’  =  - т  +  * { э Р  + д ? ) ѵ- '  (106)
/ 9  9 \  9» /  З2 9 * \
Уравнение несжимаемости (76) имеет вид
дѵх дѵг _
Эх дг
Учтем теперь, что все точки в направлении оси х физически 
равноправны, а выбор начала координат в нижней плоскости 
совершенно произволен. Физические результаты не могут зави­
сеть от произвола при выборе начала координат, поэтому от ко­
ординаты х ни компоненты скорости 1?, ни давление р зависеть 
не могут. Следовательно, вместо (107) мы имеем dvz/dz  =  0, 
откуда vz =  const. Но на стенках щели, в силу их непроница­
емости, ѵг — 0, следовательно, эта компонента скорости всюду 
в щели равна нулю. К выводу о равенстве нулю компоненты ѵг 
можно прийти и из чисто физических соображений. Действи­
тельно, допустим, что и2 / 0 и  направлена, скажем, вверх. По­
скольку vz , как и остальные компоненты скорости, не зависят 
от координаты х, это означает, что вся жидкость движется к 
верхней границе щели. Ясно, что в этом случае вблизи верхней 
границы будет создаваться уплотнение, вблизи нижней грани­
цы -  разрежение жидкости. Но это противоречит условию ее 
несжимаемости.
С учетом равенства нулю ѵ2 и производных по х уравнения
(106) сводятся к уравнению
S r  =  ° .  О М )
решение которого
ѵх =  Ах  +  В  , (109)
где А и В -  постоянные интегрирования. Обратим внимание 
на то, что исходная задача о течении жидкости представляет 
собой систему четырех нелинейных уравнений с частными про­
изводными. Решать такие уравнения очень тяжело. Однако с 
помощью соображений симметрии мы свели эту, чрезвычайно 
тяжелую для общего решения задачу к элементарному уравне­
нию (108).
Из условия прилипания на нижней границе щели следует, 
что ѵх =  0 при z = 0. Следовательно В = 0. На верхней границе, 
в силу этого же условия, скорость жидкости равна скорости 
верхней стенки, т. е. ѵх =  U при z = h. Поэтому А = U/h. 
Таким образом,
ѵ* = и Ъ -  (но)
Сила вязкого трения, действующая со стороны жидкости 
на единицу площади верхней пластины, по определению рав­
на oxz — r]dvx/dz. Используя (110), получаем охг — r)U/h.
§ 19. Плоское течение Пуазейля
Снова рассмотрим плоскую щель, изображенную на рис. 16. 
В отличие от предыдущего случая обе стенки щели будем счи­
тать неподвижными. Жидкость приводится в движение перепа­
дом давления между концами щели в направлении оси х. Счи­
тая, что в направлении осей х и у размеры щели много больше 
ее ширины /*, по-прежнему будем использовать приближение 
бесконечных плоских стенок.
Те же соображения симметрии, что и в предыдущем пара­
графе, дают ѵу =  0, д/дхѵі =  0, д/дуѵі =  0, где і =  x ,y ,z .  
Условие неразрывности снова дает vz = 0. Учитывая это, из 
уравнений (100) и (106) получаем
др дгѵх др 
- Т х =П- М '  T z = ° - ( ш )
Последнее уравнение означает, что давление р не зависит от 
координаты 2. Покажем, что = const. Для этого продиф­
ференцируем обе части первого уравнения (111) по х. В силу 
независимости ѵх от х  правая часть обратится в ноль. Следова­
тельно, д2р/дх2 = 0, что означает независимость от х.
Обозначим Lx длину щели в направлении х и 6р -  разность 
давлений между левым и правым краями щели. Тогда, очевид­
но, = —5p/Lx. Используя последнее соотношение в (111), 
после интегрирования этого уравнения получаем
ѵх = - \ - r - z 2 + Az + В .
£ Ьх
Постоянные интегрирования снова определяются из условий 
прилипания на нижней и верхней границах: ѵх =  0 при z =  0 и 
z =  h. Окончательно
Vx = Y l ~ z^h ~  ' 1^12^
Часто практический интерес представляет расход 
жидкости, т. е. ее объем, пересекающий поперечное сече­
ние канала течения за единицу времени. Обозначив величину 
расхода Q, имеем
где Ly -  ширина щели в у направлении.
§ 20. Течение жидкости по наклонной плоскости
Рассмотрим бесконечную плоскость, наклоненную к гори­
зонту под углом а  (рис. 17). По плоскости под действием силы 
тяжести течет слой жидкости толщины Л, над которой находит­
ся атмосферный газ с давлением ра. Найти скорость течения 
жидкости.
Введем декартову систему координат, как показано на 
рис. 17. С учетом соображений симметрии и несжимаемости 
жидкости, использованных в предыдущих параграфах, полу­
чаем ѵг =  ѵу — 0 и из уравнения Навье-Стокса (100) приходим
х
Рис. 17
к двум уравнениям:
~ d x =T,~ d z ^ ~ P9Sina’ ~dz~ Pgcosa = 0 - (113)
Проинтегрировав второе уравнение (113) по г, получаем 
р =  —pgz + С(х), где С(х) -  некоторая функция, зависящая 
только от переменной х. Воспользуемся граничным условием 
—р + &zz =  — ра при z =  h, а также тем, что azz — rjdvz/dz = 0. 
Следовательно, при z =  h выполняется равенство р — ра, то­
гда С = ра+ pgh и р  = pg(h — z) +ра. Используя этот результат 
в первом уравнении (113), после интегрирования получаем
ѵх = —\-z2pgsina  +  A z+  В .
£
Из граничного условия ѵх = 0 при z — 0 находим В = 0. 
Параметр А определяется из условия axz =  r\dvxfdz  =  0 при 
г =  /і. Окончательно
ѵх = ^ (hz -  z2) рд sin а .
§ 21. Число Рейнольдса
Вернемся теперь к общему уравнению Навье-Стокса (100). 
Сложность решения этого уравнения состоит в том, что оно од­
новременно нелинейно и второго порядка по пространственным 
производным. Мы видели, что, с одной стороны, пренебрежение 
вязкими членами преобразует уравнение Навье-Стокса в урав­
нение Эйлера, которое является уравнением первого порядка. 
Часто вместо решения дифференциального уравнения Эйлера 
мы можем использовать алгебраическое соотношение Бернул­
ли, что решительно упрощает математическую сторону зада­
чи. Даже если по каким-то причинам уравнение Бернулли не 
позволяет получить необходимое решение задачи, решать диф­
ференциальное уравнение первого порядка значительно проще, 
чем второго.
С другой стороны, в задачах, рассмотренных в предыдущих 
параграфах, соображения симметрии позволили свести нели­
нейное уравнение Навье-Стокса к линейным уравнениям, имею­
щим очень простое решение. Однако задачи, обладающие столь 
высокой степенью симметрии, на практике встречаются редко. 
Тем не менее ясно, что если каким-либо образом нелинейное 
уравнение Навье-Стокса удается свести к линейному уравне­
нию, математическая сторона задачи решительно упрощается, 
так как решать линейные уравнения значительно проще, чем 
нелинейные. Оказывается, что существует критерий, который 
позволяет до решения общего уравнения Навье-Стокса опреде­
лить, в каком из относительно простых вариантов -  в прибли­
жении идеальной жидкости или в линейном приближении по 
скорости -  мы можем решать задачу. Сейчас мы с этим крите­
рием познакомимся.
Любое течение происходит в области с какими-то характер­
ными размерами. Этими размерами могут быть ширина канала 
течения, размер обтекаемого тела и т. д. Обозначим L характер­
ный размер области течения. В большинстве практических за­
дач указать точное значение размера течения в принципе невоз­
можно. Например, невозможно точно указать ширину русла ре­
ки, так как форма береговой линии сильно изрезана. Невозмож­
но указать точно размер тела, имеющего неправильную форму. 
Однако почти всегда этот размер можно оценить по порядку ве­
личины. Так, ширина реки может составлять несколько метров 
или несколько десятков метров; размер обтекаемого ею камня -  
около метра, а камня, лежащего на дне, -  несколько сантимет­
ров или несколько десятков сантиметров. Сейчас нас будут ин­
тересовать именно такие оценки, характеризующие величину 
масштаба течения.
Вместе с тем часто можно указать некоторую характерную 
скорость задачи, определяющую значения скорости во всей об­
ласти течения. Например, может быть известна скорость потока 
на большом расстоянии от обтекаемого тела, скорость течения 
посередине русла реки, скорость, с которой жидкость втекает в 
канал течения, и т. д. Обозначим эту скорость U. Очень часто 
точное значение этой скорости указать невозможно, но можно 
оценить ее по порядку величины -  равна ли она миллиметрам в
час или метрам в секунду. Будем считать, что эта масштабная 
оценка скорости нам известна.
Сравним теперь абсолютные значения нелинейного
и вязкого т]А~ѵ членов в уравнении Навье-
Стокса. В силу определения пространственной производной, 
по порядку величины она равна отношению существенного 
изменения скорости к расстоянию, на котором это изменение 
происходит. Но существенное изменение характерной скорости 
течения означает изменение на величину, сопоставимую с 
ней, одного с ней порядка. Поскольку именно величина L -  
пространственный масштаб задачи, то заметное изменение 
скорости должно происходить на расстояниях порядка L. 
Например, если река обтекает камень с размером около метра, 
то заметное изменение скорости течения, по сравнению со ско­
ростью натекающего потока, будет происходить на расстояниях 
нескольких метров от камня; на расстояниях же сотен метров 
и километров влияние камня на поток будет практически несу­
щественно. При течении жидкости в канале с шириной около 
метра изменение скорости на расстояниях порядка миллиметра 
будет весьма слабым, заметным оно будет на расстояниях, 
сопоставимых с метром. Следовательно, по порядку величины 
первая пространственная производная скорости равна U/L, 
вторая -  U/L2. Учитывая это, получаем
Безразмерная величина Re =  pUL/т] называется числом 
Рейнольдса. Если Re »  1, вязкий член в уравнении Навье- 
Стокса мал по сравнению с нелинейным и им можно прене­
бречь. В результате мы приходим к приближению идеальной 
жидкости. Если же Re «  1, вязкий член намного больше нели­
нейного, мы можем пренебречь членом р V и использо­
вать линейное приближение уравнения Навье-Стокса, называ­
емое приближением Стокса.
Оценим характерные размеры L течения, при которых вы­
полняется линейное приближение или приближение идеальной
pUL
V
жидкости. Допустим, что жидкость -  вода, а ее характерная 
скорость U порядка 0.1 м/с. Известно, что плотность воды 
р «  103 кг/м3, вязкость т] «  10“3 Па*с. Тогда число Рейнольдса 
Re ~  105L, где L измеряется в метрах. Линейное приближение 
Стокса оправданно, если L «  10“5 м, т. е. характерный раз­
мер задачи не превосходит нескольких микрон. Следовательно, 
при течениях жидкостей с вязкостью, сопоставимой с вязко­
стью воды, приближение Стокса применимо для описания те­
чений жидкости только в очень тонких каналах (капиллярах) 
или движений мелких, микронных и менее, частиц. К таким 
частицам относятся частицы суспензий и коллоидных взвесей, 
капли микроэмульсий, полимерные макромолекулы и их клуб­
ки, биологические клетки и одноклеточные организмы и т. д. 
Область гидродинамики, занимающуюся течением на таких ма­
лых масштабах, часто называют микрогидродинамикой. В по­
следнее время она приобретает все большее значение в связи с 
быстрым развитием теории и практики полимерных материа­
лов, задачами биофизики, фильтрации и очистки жидкости в 
микропористых материалах и т. д.
При течении воды на масштабах, больших чем сантиметр, 
практически для всех разумных скоростей ее движения число 
Re много больше единицы и может быть использовано прибли­
жение идеальной жидкости.
Ниже мы обсудим несколько классических результатов, по­
лученных в гидродинамике малых и больших чисел Рейнольдса.
§ 22. П риближ ение м алы х чисел Рейнольдса
Задача Стокса. В этой задаче рассматривается неподвиж­
ная твердая сферическая частица радиуса а, обтекаемая пото­
ком вязкой жидкости со скоростью г?. Предполагается, что вы­
полняется сильное неравенство Re =  риа/г) «  1. Требуется 
найти силу взаимодействия между потоком вязкой жидкости и 
частицей.
В приближении Стокса стационарное уравнение (100) имеет 
вид
— Ѵр +  77Д І /  =  0 . (114)
Граничными к этому уравнению служат условие ~ѵ —► 1і 
при г —► оо, а также условие равенства нулю компонент ско­
рости жидкости на поверхности частицы. Задача решается в 
сферической системе координат, рассчитываются компоненты 
вектора после чего -  компоненты тензора напряжений а и 
давление р. Эти величины позволяют рассчитать силу, действу­
ющую на единицу поверхности частицы. Проинтегрировав эту 
силу по всей поверхности, находим полную силу F , действую­
щую на частицу со стороны потока. Результат имеет вид
F  =  67177а"и . (115)
Эта формула называется формулой Стокса. Подробный ее 
вывод можно найти в книге [4], а также в [2].
Формула Стокса может быть использована и для вычисле­
ния силы, действующей на частицу, движущуюся со скоростью 
~и относительно жидкости. Действительно, перейдя в систему 
координат, связанную с движущейся частицей, мы возвраща­
емся к задаче о ее обтекании потоком, скорость которого те­
перь — ~и. Поэтому на движущуюся частицу действует сила 
F  = —67Г 77а и .
Допустим, что частица движется в жидкости под действи­
ем силы /  с ускорением dUt/dt. Тогда она, подобно поршню, 
толкает перед собой жидкость и заставляет ее двигаться с уско­
рением. В результате сила /  разгоняет и преодолевает инерцию 
не только частицы, но и прилегающих к ней слоев жидкости. 
Расчеты (см., например, [2]) показывают, что масса жидкости, 
вовлеченная в ускоренное движение, называемая присоѳдинной 
массой, в случае движения твердой сферы равна т '  =  рѴ/2, 
где р -  по-прежнему п л о т н о с т ь  ж и д к о с т и , V  = 4/ 37га3 -  объем 
частицы. Во избежание ошибок необходимо отметить, что при­
соединенная масса частицы с заданным объемом сильно зависит 
от ее формы, а для несферической частицы -  от ее ориентации 
относительно скорости движения.
Пусть частица массы т  движется в вязкой жидкости под 
действием силы / .  Учитывая эффект присоединенной массы, 
уравнение движения этой частицы можно записать так:
/ /ч du  _(т + т )  —г— =  —onrja и +  /  . at
В случае постоянной силы /  решение этого уравнения имеет 
вид
и = -г— - 7  +  ( г ?0 -  7 )  exp .07ГTja \  onrja )  \  г )
В этом уравнении ~и о -  начальная скорость частицы, 
т =  (тп 4- т!) /  (67rrja). Величина т имеет размерность времени. 
Его смысл таков: если время t много меньше т, то частица дви­
жется со скоростью, близкой к начальной скорости "и о- Если 
t »  т, она движется с практически стационарной скоростью 
/  /  (бща). Следовательно, по порядку величины т равно интер­
валу времени, в течение которого происходит изменение скоро­
сти частицы от начального значения до стационарного. Оценим 
величину этого интервала.
Допустим, что несущая жидкость -  вода, плотность части­
цы по порядку величины совпадает с плотностью воды, ра­
диус частицы около одного микрона. Тогда, учитывая приве­
денное выше значение вязкости и плотности воды, получаем 
т ~  10“6с. Это очень маленькое время. Значит, в микрогид­
родинамике частицы практически всегда движутся со скоро­
стью "г? =  /  /  (67Г7ja) и инерционным членом, пропорциональ­
ным ускорению d u  / dt, в уравнении движения мелкой частицы 
можно пренебречь. Это очень важное замечание, так как оно 
позволяет сильно упростить анализ движения микрочастиц в 
вязких жидкостях. В частности, оно является основой для вы­
вода формулы (12) коэффициента диффузии броуновской ча­
стицы.
Аналогично формуле Стокса может быть выведена форму­
ла Адамара-Рыбчинского для силы, испытываемой со стороны 
окружающей жидкости вязкой микрокапелькой. Эта формула 
имеет вид [4]
F  = - 2 щ а 2т, + 37 ! 'іі  , (116)
rj + rf v '
где rf -  вязкость жидкости капли. Важно отметить, что форму­
ла (116) получена в предположении, что силы поверхностного 
натяжения не дают капле деформироваться при ее движении и 
она сохраняет сферическую форму. Это значит, что соотноше­
ние (116) справедливо только для очень маленьких капелек.
Если т[ >>  7 7 , формула Адамара-Рыбчинского перехо­
дит в формулу Стокса. Если формула Адамара-
Рыбчинского дает
F  = —4жг}а~и .
Сравнивая эту формулу с формулой Стокса (115), видим, 
что сила сопротивления, действующая на капельку маловязкой 
жидкости или пузырек с газом, в полтора раза меньше, чем 
сила, действующая на твердую частицу, движущуюся с той же 
скоростью.
Э ф ф екти вная  вязкость суспензии. Рассмотрим суспен­
зию, состоящую из жидкости с вязкостью т7, в которой взвешены 
твердые частички. Допустим, что жидкость вовлечена в сдви­
говое течение со скоростью, меняющейся по закону ѵг = 72, где 
7 -  скорость сдвига. В отсутствие частиц жидкость движет­
ся параллельными слоями, направленными вдоль оси х. Тре­
ние между этими слоями вызывает эффекты вязкости. При­
сутствие твердых непроницаемых частиц искажает линии тока 
жидкости, заставляя их огибать каждую частицу. Легко понять, 
что это увеличивает общую силу трения, действующую внутри 
жидкости.
Обозначим < а > среднее значение гидродинамического на­
пряжения в среде. Его можно определить или усреднив точное 
значение сг(Т*) по всему объему суспензии, или же усредняя на­
пряжение в произвольной точке по всем возможным располо­
жениям частиц. В силу эргодической гипотезы оба усреднения 
должны привести к одному и тому же результату.
Эффективная вязкость rjej  суспензии определяется соотно­
шением
< а > =  т/е/7 •
Оно полностью аналогично соотношению, определяющему
вязкость чистой жидкости с заменой истинного напряжения 
(у{/г ) на среднее < а >. Таким образом, эффективная вязкость 
суспензии играет роль истинной вязкости в приближении, ко­
гда суспензия рассматривается как обычная однородная жид­
кость. Это приближение оправданно, когда в любом элементар­
ном объеме суспензии, который еще воспринимается нашими 
органами чувств или приборами, содержится очень много ча­
стиц.
Пусть п -  числовая концентрация частиц, т. е. число частиц 
в единице объема, ѵ -  объем частицы. По определению объемной 
концентрацией частиц называется величина <р =  пѵ, равная от­
ношению суммарного объема частиц к объему всей суспензии. 
Поскольку отличие эффективной вязкости rje/  от вязкости 7? 
чистой жидкости порождается возмущениями, вносимыми ча­
стицами в сдвиговый поток жидкости, эффективная вязкость 
должна зависеть от объемной концентрации <р.
Для суспензии твердых сферических частиц с концентраци­
ей настолько малой, что гидродинамическими и другими вза­
имодействиями частиц можно пренебречь, эффективная вяз­
кость была строго вычислена А. Эйнштейном в 1906 г. Формула 
Эйнштейна имеет вид
* /  =  17(1 + 2.5?) • (117)
Эта формула получена с помощью решения уравнения Сток­
са (114) вблизи твердой сферической частицы при условии, что 
на бесконечности от нее х-я компонента скорости жидкости 
стремится к 72, остальные компоненты -  к нулю. Решение этой 
задачи, подробности которого можно найти, например, в (5, 6], 
позволяет найти и затем усреднить компоненты тензора ст( г ). 
Соотношение (117) хорошо согласуется с экспериментами, когда 
<р не превышает двух-трех процентов. При больших концентра­
циях T]ef  растет с ?  быстрее, чем линейно.
Суспензиями являются очень многие реальные жидкости, в 
том числе те, которые входят в состав живых организмов. Во 
многих из них концентрация <*р заметно превосходит три процен­
та. Поэтому теория и практика применения суспензий требует 
обобщения формулы Эйнштейна с целью расширения области 
ее применимости по концентрациям. Такая задача была решена
Дж. Бэтчелором только в 1972 г. в предположении, что концен­
трация ф невелика и существенным может быть взаимодействие 
только пары частиц, т. е. вероятность приближения к ним тре­
тьей частицы на расстояния, достаточные для взаимодействия, 
пренебрежимо мала. Оказывается, что в этом случае эффектив­
ная вязкость 77е/  зависит не только от концентрации частиц, но 
и от скорости сдвигового течения суспензии.
Результаты Бэтчелора имеют вид
Г?в/  =  Г) (і +  2.5<р +  6.2</?2) , 7а2 «  D , (118)
7)ef =  rj (14- 2.5(р + 5.2(р2) , 7а2 »  D , 
где D -  коэффициент диффузии частицы.
Рис. 18
Таким образом, теория Бэтчелора предсказывает уменьше­
ние вязкости суспензии при увеличении скорости ее сдвига. Это 
предсказание подтверждается многочисленными эксперимента­
ми.
Решение Бэтчелора задачи Стокса (114) в предположении 
о парном гидродинамическом взаимодействии частиц получе­
но математически строго. Однако за математическую строгость
приходится платить тем, что формулы (118) находятся в удо­
влетворительном согласии с экспериментами, только когда кон­
центрация частиц не превышает пяти-десяти процентов. Кроме 
того, математически теория Бэтчелора намного более сложна, 
чем теория Эйнштейна. Результаты сравнения формул Эйн­
штейна и Бэтчелора с результатами экспериментов приведе­
ны на рис. 18, где точки отмечают экспериментальные данные, 
сплошная линия -  расчет по формуле Бэтчелора для случая 
7о2 «  D, прерывистая линия -  расчет по формуле Эйнштей­
на.
Продвинуться в область более чем парного взаимодействия 
частиц при помощи строгих методов гидродинамики не удается. 
Поэтому для описания суспензий с концентрацией частиц более 
чем десять процентов обычно используют различные полуэм- 
пирические и эвристические подходы. Описание некоторых из 
них можно найти в [6].
§ 23. Большие числа Рейнольдса. Пограничный 
слой
Как уже отмечалось, при больших числах Рейнольдса вяз­
кий член г)А1? в уравнении Навье-Стокса намного меньше
нелинейного инерционного члена р ПРИ решении гид­
родинамических задач вязкостью можно пренебречь и исполь­
зовать приближение идеальной жидкости. Однако действовать 
в этом случае нужно очень аккуратно.
В гидродинамике идеальной жидкости известен результат, 
называемый парадоксом Даламбѳра -  Эйлера, в соответствии 
с которым сила, действующая со стороны однородного стаци­
онарного потока на обтекаемое тело, равна нулю. Противоре­
чие этого результата повседневному опыту очевидно. Физиче­
ская причина этого противоречия заключается в том, что тече­
ние реальной жидкости вблизи твердого тела, в силу принципа 
прилипания, сильно тормозится. Поэтому, хотя основное чис­
ло Рейнольдса, построенное на скорости натекающего потока и 
размера тела, много больше единицы, вблизи поверхности тела
число Рейнольдса, построенное на локальной скорости, может 
быть порядка единицы или даже меньше. Следовательно, вда­
ли от этого тела приближение идеальной жидкости оправданно, 
вблизи -  нет. Очевидно, чем больше основное число Рейнольд­
са, тем слабее будут действовать эффекты вязкого торможения 
и тем ближе к поверхности тела будет находиться граница об­
ласти, где применимо приближение идеальной жидкости.
Таким образом, при больших числах Рейнольдса вблизи те­
ла выделяется достаточно тонкий вязкий пограничный слой, 
где существенны вязкие силы, вне этого слоя жидкость течет 
как идеальная. Именно внутри пограничного слоя формиру­
ются силы взаимодействия жидкости и обтекаемого твердого 
тела. Конечно, толщина пограничного слоя имеет условный ха­
рактер, скорее можно говорить об области перехода от вязкого 
течения к идеальному. Поскольку течения при больших чис­
лах Рейнольдса чрезвычайно широко распространены в при­
роде и в технологических процессах, концепция пограничного 
слоя очень важна при решении многих задач гидродинамики.
Чтобы познакомиться с основными идеями метода погранич­
ного слоя, рассмотрим полу бесконечную плоскую пластину, об­
текаемую параллельным ей потоком жидкости. Обозначим и 
скорость течения на бесконечном расстоянии от пластины, где 
течение можно рассматривать как идеальное. Направим ось х  
вдоль пластины, ось z -  перпендикулярно к ней. Оценим тол­
щину h(x) вязкого пограничного слоя.
По определению, глубоко внутри пограничного слоя вязкий 
член в уравнении Навье-Стокса много больше инерционного, 
высоко над ним -  много меньше. Поэтому в качестве границы 
пограничного слоя можно выбрать такое расстояние z =  /і(х), 
где rjAv ~  рѵѴѵ. Мы заранее предполагаем, что погранич­
ный слой тонкий, это означает, что его толщина много мень­
ше остальных размеров и расстояний, характеризующих задачу. 
В рассматриваемом случае единственной величиной, имеющей 
размерность расстояния, является координата х. Поэтому мы 
предполагаем, что выполняется сильное неравенство h(x) «  х. 
Чуть позже мы обсудим условия применимости этого прибли­
жения.
Из тех же соображений, что были использованы при опре-
делении числа Рейнольдса, получаем следующие порядковые 
оценки:
дѵ дѵ
х2 + h2 ^  h2
v v v 1 sa —
Далее, из уравнения несжимаемости следует, что по поряд­
ку величины vx/x  ~  vz/h. Поэтому ~  ѵх/х  + vz/h  ~
~  ѵх/ х  ~  и/х.  Следовательно, по порядку величины инерци­
онный член V ^  ѵ ~  иѵ/х. На границе вязкого слоя ѵ ~  и, а 
также T)v/h2 ~  риѵ/х. Отсюда
По порядку величины h /x  ~  \ / \JR ex, где Rex = рих/г), а 
индекс х  у Rex означает, что это число Рейнольдса построено 
на координате х. Отсюда следует, что толщина пограничного 
слоя много меньше координаты х, когда Rex »  1, т. е. когда 
координата х  достаточно велика. Вблизи края натекания по­
тока на пластину, там, где значения х малы, происходит фор­
мирование пограничного слоя, поэтому основное приближение 
тонкости этого слоя не работает.
Оценим теперь вязкое напряжение на поверхности пласти­
ны. Имеем
Обратим внимание на то, что сила взаимодействия твердой по­
верхности с потоком в случае больших чисел Рейнольдса про­
порциональна и3/2, в то время как для стоксовских течений при 
малых числах Рейнольдса эта сила пропорциональна и.
5. ЭЛЕМЕНТЫ РЕОЛОГИИ
Реологией называется наука о течениях и деформациях ве­
ществ. Гидродинамика ньютоновских жидкостей, с которой мы 
познакомились в предыдущем разделе, является частью реоло­
гии. В этом разделе мы познакомимся с двумя важными на­
правлениями реологии.
§ 24. Феноменологическая теория линейной 
вязкоупругости
В § 17 мы отмечали, что уравнение (98) является общим для 
всех движущихся сред. Природа конкретного вещества прояв­
ляется в связи между тензором напряжений с  и скоростью его 
деформационного движения. Соотношение (99) является про­
стейшим вариантом такой связи, справедливым для ситуаций, 
когда изменение скорости деформации вызывает мгновенное из­
менение напряжения, и наоборот. Мы уже отмечали, что на са­
мом деле реакция вещества на изменение скорости течения или 
напряжения происходит не мгновенно, а в течение какого-то ко­
нечного времени. Если это время пренебрежимо мало, реакцию 
можно считать мгновенной. Если нет -  необходимо учитывать 
эффекты запаздывания. Вещества, для которых существенны 
эти эффекты запаздывания, называются вязкоупругими. Вяз­
коупругими средами являются многие полимеры, особенно био­
полимеры, коллоидные среды, микроэмульсии и многие другие 
вещества. В этом параграфе на простейших примерах мы обсу­
дим типичные свойства вязкоупругих сред.
Будем рассматривать изотропную среду, движущуюся в на­
правлении оси х по закону vx(t) = 7 (t)z. По-прежнему будем 
предполагать, что связь между напряжением а и скоростью 
деформации 7 линейна. Для ньютоновских жидкостей имеем 
а{і) =  777(t). В случае если связь между изменениями а и 7 не 
мгновенна, общее линейное соотношение между этими величи­
нами может быть записано так:
f  Ga{t -  t')<r{t')dt' =  f  Gy(t -  t ')7 (0 d< . (119)
J  — OO J  — oo
Явный вид интегральных операторов Ga и G7 определяется 
молекулярной структурой вещества. Он может быть определен 
из экспериментов или теоретически, методами статистической 
физики. Здесь мы будем полагать, что этот вид известен.
Применим к (119) экспоненциальные преобразования Фурье 
по времени. Используя известную теорему о свертке, получаем
G>(w)<rw =  ■ (120)
Здесь и> -  фурье-частота. Опыт показывает, что для мно­
гих веществ G„(u}) и G7(cj) с хорошей точностью могут быть 
представлены в виде G>)7(u>) =  G^ 7 (1 + іштап), где і -  мнимая 
единица, G£ 7 =  const, а т<г>7 -  некоторые величины, имеющие 
размерность времени. Их содержательный смысл мы обсудим 
несколько позже. Используя эти соотношение для Ga/y(uj), урав­
нение (120) можно записать в виде
(1 +  шта) ош = Т] (1 +  іиТу) 7Ш ,
где т? = G*/G°.
Применяя к последнему соотношению обратные преобразо­
вания Фурье, получаем
(1 +т4 ) <’= ,(1 +т4 К  (і2і)
Уравнение (121) называется уравнением Олдройда. В част­
ном случае, когда т7 =  0, оно называется уравнением
Максвелла, в случае та — 0 -  уравнением Фойгхта.
Рассмотрим подробнее уравнение Максвелла
( і  +  <у = ПІ ■ (122)
Предположим, что до некоторого начального момента вре­
мени среда покоилась т. е. выполнялось условие <7,7 =  0. Пусть
в момент времени t =  0 скорость сдвига скачком возрастает от 
нуля до постоянного значения 7. Интегрируя (122), получаем
Если t «  Те, напряжение линейно возрастает со временем. 
Если t »  та, напряжение практически равно стационарному 
значению 777, характерному для ньютоновских жидкостей.
Линейное изменение напряжения со временем при постоян­
ной скорости деформации присуще упругим средам. Действи­
тельно, рассмотрим, например, кусок упругой резины или обыч­
ную пружинку. Для них выполняется закон Гука /  =  кбі, где 
51 -  относительное удлинение; /  -  сила упругости; к -  коэффи­
циент упругости вещества. Допустим, что резинка (пружинка) 
удлиняется с постоянной скоростью ѵ, т. е. 51 = vt. Тогда из 
закона Гука /  =  k.vt. Поскольку по определению напряжение 
является силой, действующей на единичную площадку внутри 
вещества, получаем а ~  t. Аналогично деформации растяжения 
линейная зависимость напряжения от времени выполняется и 
при сдвиговой деформации.
Таким образом, та является временем, в течение которого 
происходит переход от упругого к жидкому поведению среды. 
Это время называется временем релаксации напряжения. Ве­
щества, описываемые уравнением Максвелла (122), на малых 
после деформации временах ведут себя как упругие среды, на 
больших -  как вязкие, что и оправдывает их название -  11 вяз­
коупругие среды11.
Аналогично соотношению (123) уравнение Фойгхта
при супенчатом изменении напряжения а приводит к следую­
щей зависимости скорости деформации от времени:
Отсюда видно, что т7 является временем, в течение кото­
рого происходит изменение скорости деформации от нуля до
(123)
(124)
(125)
стационарного значения а/ту, характерного для ньютоновских 
жидкостей. Это время называется временем ретардации.
Вернемся теперь к уравнению Олдройда (121). Предполо­
жим, что в начальный момент времени жидкость покоилась, 
затем в течение короткого отрезка времени, т. е. почти ступен­
чато, напряжение возрастает от нуля до постоянного значения
а . В течение этого промежутка времени производная dajdt  име­
ет большое значение. Бели время релаксации та не слишком 
мало, то левая и, следовательно, правая части (121) должны 
быть большими. Большое значение правой части не может сра­
зу достигаться за счет скорости сдвига 7 , так как в начальный 
момент времени эта скорость была равна нулю, а бесконечные 
ускорения невозможны. Поэтому большая величина правой чаг 
сти (121) должна обеспечиваться большим значением комплек­
са тудi /d t .  При не очень больших временах ретардации г7 боль­
шой должна быть производная d^/dt. Поэтому за короткий от­
резок времени скорость сдвига может сильно возрасти и стать 
больше, чем стационарное ньютоновское значение а/г). После 
достижения напряжением стационарного значения а производ­
ная да/dt  становится равной нулю и скорость сдвига 7 релак- 
сирует к своему стационарному значению, но уже не снизу, как 
это предсказывается моделью Фойгхта, а сверху.
Таким образом, при соответствующих соотношениях между 
временами релаксации и ретардации, величиной стационарно­
го значения напряжения и временем его возрастания скорость 
сдвига жидкости Олдройда, в отличие от жидкости Фойгхта, с 
течением времени меняется немонотонно с весьма острым мак­
симумом. Это явление в английской литературе получило на­
звание overshoot. Некоторые результаты расчетов динамики 
изменения 7 (£) при различных соотношениях между та и г7 по­
казаны на рис. 19.
Аналогичный вид, но при обратных соотношениях между 
временами таи т7, имеет динамика изменения напряжения жид­
кости Олдройда при ступенчатом изменении скорости ее сдвига.
§ 25. Теория Френкеля -  Эйринга вязкости 
плотных коллоидов
Рассматриваемая в этом параграфе теория Френкеля -  Эй­
ринга лежит в основе описания динамических явлений во мно­
гих конденсированных (в том числе биологических) системах, 
в которых решающую роль играют переходы молекул через по- _ 
тенциальные барьеры.
Рассмотрим плотную коллоидную среду, схематически изоб­
раженную на рис. 20. Будем считать, что частицы притягива­
ются друг к другу с потенциалом в равновесном состоя­
нии они находятся в положениях, соответствующих минимумам 
взаимодействия.
Пусть эта система вовлечена в сдвиговое течение. Движение 
одного слоя частиц относительно другого происходит как пере­
скок частиц из одной потенциальной ямы в другую. Система 
таких ям для одной из частиц проиллюстрирована на рис. 21.
Пусть а -  вязкое напряжение в системе, соответствующее 
течению, показанному на рис. 20. Тогда по определению напря­
жения на каждую частицу в направлении оси х действует сила, 
по порядку величины равная <та2, где а -  радиус частицы. При 
движении частицы через потенциальный барьер эти силы со­
вершают работу ста2/, где I -  полуширина потенциальной ямы 
(рис. 21).
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Вернемся теперь к § 4, в котором рассмотрена теория Кра- 
мерса диффузионного перехода частицы через потенциальный 
барьер. В этой теории показано, что поток частиц через ба­
рьер из потенциальной ямы пропорционален ехр(—пш), где ит -  
безразмерная (отнесенная к температуре Т) высота потенци­
ального барьера относительно дна ямы (в обозначениях § 27 
ит = іі\ — по). Это можно интерпретировать так, что среднее 
время т перехода частицы через потенциальный барьер пропор­
ционально ехр(ит).
Обозначим т+ среднее время перехода частицы, изображен­
ной на рис. 20, 21, через потенциальный барьер в направлении 
оси х, т. е. в направлении действия силы а а2. Не приводя по­
дробности, отметим, что рассуждения, аналогичные приведен­
ным в § 4, позволяют получить следующую оценку для времени 
перехода через барьер: т+ = г^ехр{ит — ааН/Т). Здесь то -  ха­
рактерное время движения частицы в потенциальной яме, кото­
рое может быть оценено методом теории Крамерса, если извест­
на форма потенциала U{x). Второе слагаемое под знаком экс­
поненты появляется из-за того, что силы напряжения, действуя 
в направлении оси х, облегчают частице переход через барьер, 
эффективно снижая высоту потенциального барьера на величи­
ну работы, которую совершают эти силы, перемещая частицу на 
расстояние /. Аналогично, время т_ перехода частицы в направ­
лении, противоположном оси х , равно т+ =  т^ехр{ит + сга21/Т). 
Средние скорости ѵ+ и і>_ относительно соседнего слоя частиц 
в положительном и отрицательном направлениях оси х  могут 
быть оценены так: ѵ± =  21/т±. Средняя относительная резуль­
тирующая скорость
V =  ѵ+ -  Ѵ_ =  4— eX p ( - Urn) s h ( Z ? - l )  .
то *
Учитывая, что это скорость движения одного слоя относи­
тельно другого, а расстояние между слоями 2/, получаем оценку 
для градиента скорости течения и вязкости среды
7 =  Y l  =  ^ e x P ( ~ u m ) s h { ^ J - )  ,
а ат0 exp(um)
71 ~  7 ”  2 sh(cra4/T) '
Полученные результаты для градиента скорости и вязкости 
называются формулами Френкеля-Эйринга.
Рис. 22
Эти формулы показывают, что, во-первых, вязкость среды 
экспоненциально зависит от безразмерной высоты um =  Um/T  
потенциального барьера, который необходимо преодолевать ча­
стицам при движении одного слоя коллоида относительно дру­
гого. Во-вторых, вязкость среды падает с температурой. В том, 
что этот вывод справедлив для реальных систем, легко убедить­
ся, если вспомнить, насколько сильно увеличивается вязкость 
масла, сметаны, сгущенного молока и т. д., если их подержать 
в холодильнике. В третьих, эти формулы предсказывают до­
вольно монотонное уменьшение вязкости при увеличении при­
ложенного напряжения а или градиента скорости 7. В уменьше­
нии вязкости среды при увеличении скорости ее течения легко 
убедиться, если размешивать, скажем, густую сметану. Вязкое 
сопротивление сметаны движению ложки при маленькой ско­
рости перемешивания ощутимо сильнее, чем при большой.
Типичные зависимости вязкости среды Френкеля-Эйринга
от скорости ее сдвига показаны на рис. 22. Падение вязкости 
среды при увеличении скорости ее сдвигового течения называ­
ется сдвиговым разжижением.
Итак, в этом разделе мы познакомились с двумя типичными 
примерами неньютоновских сред; в предыдущем параграфе -  
с линейными вязкоупругими средами, в которых напряжение 
линейно, но нелокально по времени, зависит от скорости сдви­
га; в этом параграфе -  с нелинейной, но локальной по времени 
средой Френкеля-Эйринга. В реальности сложные среды, та­
кие, как суспензии, эмульсии, полимеры, особенно биополиме­
ры, могут быть одновременно и нелинейными, и не локальными 
по времени.
6. Д И Н А М И К А  П О Л И М Е Р О В
В этом разделе мы познакомимся с молекулярной теорией 
реологических свойств полимерных жидкостей, под которыми 
будем понимать расплавы или концентрированные растворы по­
лимеров. И те и другие среды представляют собой системы 
сильно перепутанных полимерных цепей. Исследование поли­
мерных жидкостей показывает, что они обладают целым ря­
дом необычных свойств, отличающих их от низкомолекулярных 
жидкостей (типа воды), с которыми мы наиболее часто имеем 
дело.
Прежде всего, полимерные жидкости, как правило, очень 
вязкие -  их вязкость намного больше вязкости воды. Аномаль­
но большая вязкость не единственная отличительная черта по­
лимерных жидкостей. Более существенно то, что они обладают 
сильно выраженными свойствами вязкоупругости: при посто­
янном или плавно меняющемся механическом воздействии они 
ведут себя как обычные текучие жидкости, при достаточно рез­
ко меняющемся воздействии -  как упругие среды.
Большой вязкостью и сильно выраженной вязкоупругостью 
обладают все полимерные среды. Поэтому ясно, что эти свой­
ства не связаны с деталями строения полимерной цепи, а опре­
деляются самим фактом того, что полимерный расплав (рас­
твор) представляет собой сильно перепутанную систему поли­
мерных молекулярных цепочек. Двигаться такие цепочки мо­
гут только в результате проползания одних нитей относитель­
но других. Такой взгляд на движение полимеров привел ученых 
П. де Жена (Франция), М. Доя (Япония) и С. Эдвардса (Вели­
кобритания) к молекулярной теории динамических свойства по­
лимерных жидкостей, получивших название теории рептаций. 
Часто эта теория называется теорией Дои-Эдвардса.
§ 26. Модель рептаций
Рассмотрим одну "пробную" полимерную цепь и "заморо- 
зимп остальные молекулы расплава, т. е. предположим, что они
неподвижны. Как может двигаться пробная молекула в замо­
роженном окружении?
Поскольку цепи не могут проходить одна сквозь другую, 
пробная цепь оказывается заключенной в некоторое подобие 
трубки, созданной замороженным окружением. Эта трубка про­
иллюстрирована на рис. 23 штриховыми линиями. Движение в 
направлении, перпендикулярном оси трубки, заблокировано, и 
единственный возможный тип движения цепочки -  прополза­
ние вдоль трубки. В отсутствие внешних сил, действующих на 
макромолекулу, проползание вдоль трубки имеет диффузион­
ный, броуновский характер: цепь беспорядочно движется то в 
одном, то в другом направлении.
Движение типа проползания вдоль трубки получило назва­
ние рептаций (от лат. reptatio -  ползание). Соответствующая 
модель динамики полимерных жидкостей называется моделью 
рептаций.
Прежде чем переходить к количественному определению 
реологических характеристик полимерной жидкости в модели 
рептаций, обсудим вначале следующий простой эксперимент. 
Пусть в момент времени t =  0 к образцу полимерного рас­
твора или расплава приложено небольшое растягивающее на­
пряжение ст. Будем наблюдать за развитием деформации АІ/1 
образца, где I -  его длина. При малых а деформация пропор­
циональна напряжению:
—  =  <rJ(t) .
Функция J(t) называется функцией податливости полимер­
ной системы. Качественный ее вид, полученный из эксперимен­
тов, показан на рис. 24. После резкого подъема в начальный 
момент времени достигается плато Jo- Обозначим Jo = 1/Е. 
Тогда в области плато а =  ЕЫ/1, т. е. обычный закон Гука. 
Параметр Е  называется модулем Юнга среды.
По прошествии достаточно большого времени t>  т (рис. 25)
Рис. 23
приложенное напряжение вызывает необратимую деформацию 
и образец начинает течь. При этом функция податливости по­
чти линейно растет с ростом времени t: J  «  Jxt+ J2) -Л,2 =  const. 
Сравнивая это соотношение с только что приведенным опреде­
лением функции J (t), получаем, что в этой области напряжение 
пропорционально не деформации, а ее производной по времени
Это обычная зависимость напряжения от скорости дефор­
маций для вязких жидкостей. Отсюда можно увидеть, что J f 1 
является вязкостью т) полимерной жидкости. Итак, при t < т 
полимерные растворы и расплавы ведут себя как упругие тела, 
при t>  т-  как вязкие жидкости. Время т, при котором образец 
меняет характер своего отклика на приложенное напряжение с 
упругого на вязкотекучий, называется максимальным временем 
релаксации среды.
До появления модели рептаций существование максимально­
го времени релаксации объяснялось следующим образом. Счи­
талось, что между полимерными молекулами в концентриро­
ванных растворах или расплавах образуются так называемые 
квазисшивки. От обычных сшивок, приводящих к появлению
InJ
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полимерных сетей, квазисшивки отличаются тем, что живут 
конечное время т, а затем разрываются (релаксируют). После 
этого образуется квазисшивки в новых местах и т. д. Анало­
гичная ситуация была рассмотрена в § 26 для коллоидов, где 
частицы какое-то время находятся в потенциальных ямах вза­
имодействия друг с другом (т. е. в связанном или "сшитом” 
состоянии). При сдвиговом течении частица выходит из потен­
циальной ямы, переходит через потенциальный барьер ("сшив­
ка" рвется), затем оказывается в новой яме (образуется новая 
"сшивка").
Модель рептаций дает молекулярное объяснение существо­
ванию квазисшивок. Согласно этой модели каждая полимерная 
цепочка находится в своей трубке, образованной соседними це­
пями. Если трубки двух макромолекул проходят одна вблизи 
другой, то эти макромолекулы вынуждены соседствовать до тех 
пор, пока одна из них в ходе диффузионного движения по сво­
ей трубке не покинет участок трубки, близкий к трубке другой 
макромолекулы. Другими словами, пока трубки двух макромо­
лекул находятся вблизи друг друга, между этими макромолеку­
лами существует квазисшивка. Как только одна из цепочек вы­
ползает из данной области, квазисшивка релаксирует. Отсюда 
ясно, что характерное время релаксации квазисшивок т -  про­
сто время, за которое макромолекула полностью выползает из 
одной трубки и оказывается в некоторой новой трубке.
Вернемся теперь к величине J(t). В условиях рассматрива­
емого простого эксперимента, когда в начальный момент t = О 
мы прикладываем к системе небольшое постоянное напряжение 
а, в области t > т вязкого течения выполняется J  «  Jxt «  t/rj. 
Вместе с тем при t < т должно быть J  «  1/Е. При t ~  т эти 
две оценки функции податливости должны плавно переходить 
друг в друга. Отсюда получаем важное соотношение
7] ~  Ет ,
которое далее мы используем для оценки зависимости вязкости 
г] от числа звеньев N  в макромолекуле.
§ 27. Модуль Юнга сетки квазисшивок
Оценим модуль Юнга Е  сетки квазисшивок, которая на ма­
лых временах t < т ведет себя как истинная полимерная сет­
ка. Согласно классической теории высокоэластичности поли­
мерных сеток, обсужденной в [1], модуль упругости сетки име­
ет порядок произведения абсолютной температуры Т  на число 
сшивок в единице объема среды.
Какова же концентрация квазисшивок в полимерном рас­
плаве, т. е. в системе сильно перепутанных полимерных цепей? 
В концентрированном расплаве гибких макромолекул с харак­
терным размером звена концентрация звеньев, а значит и чис­
ло контактов различных цепей, в единице объема порядка 1/а 3. 
Бели любой контакт приводит к квазисшивке, то модуль Юнга 
Е  по порядку величины должен быть равным Т /а3, что намно­
го больше результатов экспериментов. Это значит, что далеко 
не каждый контакт между макромолекулами приводит к появ­
лению квазисшивки.
На самом же деле просто близкое расположение (контакт) 
двух макромолекул далеко не всегда означает наличие сшивки 
между ними. Например, если две макромолекулы расположены 
так, как показано слева на рис. 25, наличие контакта не приво-
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дит к возникновению сшивки, препятствующей движению цепо­
чек; если же так, как показано справа, образующаяся петля су­
щественно ограничивает возможные перемещения цепочек, что 
эквивалентно возникновению сшивки.
Для того чтобы учесть, что не любой контакт действует как 
квазисшивка, обычно для величины Е  записывают следующую 
оценку:
где Ne -  среднее число звеньев вдоль цепи между двумя после­
довательными квазисшивками данной макромолекулы с дру­
гими цепями. Попытки теоретически рассчитать параметр Ne 
пока к успеху не привели. Поэтому в современной теории он 
рассматривается как эмпирический, т. е. определяемый из опы­
та. Типичные его значения лежат в интервале 50-500. В любом 
случае Ne »  1, а это и означает, что далеко не всякий контакт 
приводит к образованию квазисшивки.
Для того чтобы модель рептаций была применима, необхо­
димо, чтобы цепь находилась в трубке, т. е. чтобы число квази­
сшивок в расчете на цепь N /N e было намного больше единицы. 
Это условие выполняется для многих полимерных систем. В 
дальнейшем мы будем считать, что оно справедливо.
§ 28. Трубка в модели рептаций
Для вычисления г и 77 рассмотрим более подробно, что собой 
представляет трубка в полимерной среде. Трубка задается кон­
тактами с другими цепями -  тем, что одна цепь не может пере­
сечь другую. Как мы видели, к ограничению движений макро­
молекулы приводят не все ее контакты с остальными цепями, 
а лишь малая их часть (~  1 /ІѴе). Только эти контакты обра­
зуют " квазисшивки11. Поэтому трубку можно представить себе 
следующим образом (рис. 26).
/ *
Рис. 26
Существует пространственный масштаб L, связанный с про­
странственным расстоянием между двумя последовательными 
по цепи квазисшивками. На масштабах г < L цепь не чувствует 
квазисшивок и реализует полный набор пространственных кон­
формаций (форм и способов пространственного расположения 
участков макромолекулы). На масштабах г > L квазисшивки 
образуют трубку. Поэтому L задает толщину трубки, сама же 
цепь может быть представлена в виде последовательности иде­
альных (см. определение идеальной цепочки и ее размеров в
[1]) "субклубков" размера L, заполняющих трубку и располо­
женных вдоль ее оси. Используя оценки для размера идеально­
го полимерного клубка {1], получаем L ~  a N ^ 2. Так как число
субклубков, приходящихся на макромолекулу, равно N /N e, пол­
ная длина осевой линии трубки Л ~  (N /N e)L . Таким образом, 
Л ~  a N N e 1^ 2. Поскольку Ne »  1, длина трубки Л много мень­
ше полной длины Na макромолекулы.
Вычислим теперь максимальное время релаксации т поли­
мерного расплава. Как уже отмечалось, это время, за кото­
рое цепь в процессе рептационного движения выползает из ис­
ходной трубки, в которой она первоначально находилась. Оче­
видно, для этого необходимо, чтобы цепь продиффундировала 
вдоль осевой линии трубки на расстояние порядка Л.
Сила трения, действующая на движущуюся цепь, в первом 
приближении может быть оценена как сумма сил трения, дей­
ствующих на каждое звено в отдельности. По закону Стокса аб­
солютная величина силы / ,  действующей на маленькую части­
цу, движущуюся в вязкой среде со скоростью щ равна /  = /ігі, 
где /і -  коэффициент трения частицы. Коэффициент трения TV- 
звенной цепочки оцениваем так: /ідг ~  ТѴ/і. Согласно формуле 
Эйнштейна, коэффициент диффузии этой цепочки Dм =Т/л^.
Из теории движения броуновской частицы известно, что 
среднее значение квадрата ее смещения Т* из первоначально­
го положения за время t
< г2 > =  Dt ,
где D -  коэффициент ее диффузии. Учитывая это соотношение, 
а также формулу Эйнштейна для коэффициента диффузии це­
почки, приходим к оценке времени диффузионного смещения 
цепочки на расстояние, равное длине контура трубки:
Л2 з 2 М т ~  —г— ~  N  а —— .
Dpi NeT
Оценки показывают, что в низкомолекулярных жидкостях 
типичное значение т порядка 10“12 с. В полимерах же это время 
может достигать нескольких и даже многих секунд. Это имен­
но те времена запаздывания реакции на внешнее воздействие, 
которые можно наблюдать у полимеров. Если время воздей­
ствия (например, удара по полимеру) существенно меньше т,
он реагирует как упругая среда. И только при длительных воз­
действиях с характерным временем, значительно большим т, 
начинается вязкое течение.
§ 29. Вязкость полимерного расплава
Получим теперь оценку для коэффициента вязкости т}. Для 
этого воспользуемся полученным выше соотношением і) ~  Ет, 
а также оценками для параметров В и т. В результате
д/Ѵ3
Видно, что вязкость расплава очень сильно возрастает с ро­
стом числа звеньев в цепи: г) ~  N 3.
В большинстве экспериментов наблюдается более сильная 
зависимость вязкости от числа звеньев в цепочке, чем предска­
зывается только что полученной формулой. Как правило, экс­
перименты тяготеют к зависимости т) ~  N 3A. Хотя значения 
теоретического и экспериментального показателя степени 3 и 
3.4 близки, все же они не равны, а при больших N  различие 0.4 
показателей степени может приводить к большим расхождени­
ям между теорией и экспериментами.
На сегодняшний день считается, что при очень больших N  
должна получаться теоретическая зависимость г/ ~  ІѴ3, а экспе­
риментальное значение показателя 3.4, по-видимому, обусловле­
но тем, что для многих реальных цепей отношение N /N e недо­
статочно велико.
В теории рептаций можно оценить не только стационарную 
вязкость т] полимера, но и характеристики релаксации после 
снятия нагрузки, отклика на периодическое воздействие и т. д. 
В результате оказывается возможным дать достаточно полное 
описание динамических свойств полимерных жидкостей, свя­
занных с их вязкоупругим поведением. Однако эти, более слож­
ные, расчеты выходят за рамки нашего пособия.
Список использованной литературы
[1] Зубарев А. Ю., Искакова Л. Ю. Физические основы матема­
тической биологии. Екатеринбург: Изд-воУрал. ун-та, 2008.
[2] Бреховских Л. М., Гончаров В. В. Введение в механику 
сплошных сред. М.: Наука, 1982.
[3] Лоскутов А. Ю., Михайлов А. С. Введение в синергетику. 
М.: Наука, 1990.
[4] Левин В. Г. Физико-химическая гидродинамика. М.: Физ- 
матгиз, 1959.
[5] Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Гидродинамика. М.: Наука, 
1986.
[6] Хаппель Док., Бреннер Г. Гидродинамика при малых числах
Рейнольдса. М.: Мир, 1976.
Оглавление
От авторов 3
1. Теория переноса 5
§ 1. Уравнение диффузии 5
§ 2. Формула Эйнштейна для коэффициента диффузии 11
§ 3. Диффузия в бесконечной среде 12
§ 4. Диффузия через потенциальный барьер. Задача 
Крамерса 16
§ 5. Диффузионные волны в бистабильных средах 21
§ 6. Уравнение теплопереноса 28
§ 7. Граничные условия в задачах тепломассопереноса 31
§ 8. Теплоперенос вблизи сферической частицы 35
§ 9. Электрический ток 40
2. Основы гидродинамики 42
§ 10. Уравнение неразрывности в гидродинамике 42
3. Идеальная жидкость 46
§11. Уравнение Эйлера 46
§ 12. Гидростатика 50
§ 13. Теорема Бернулли 54
§ 14. Теорема Томсона (Кельвина) 57
§ 15. Применение теорем Бернулли и Томсона в 
гидродинамике идеальной жидкости 59
4. Вязкая жидкость 62
§16. Уравнение Навье-Стокса 62
§ 17. Граничные условия к уравнению Навье-Стокса 68
§ 18. Плоское течение Куэтга 70
§19. Плоское течение Пуазейля 73
§ 20. Течение жидкости по наклонной плоскости 74
§21. Число Рейнольдса 75
§ 22. Приближение малых чисел Рейнольдса 78
§ 23. Большие числа Рейнольдса. Пограничный слой 84
5. Элементы реологии
§ 24. Феноменологическая теория линейной
87
вязкоупругости
§ 25. Теория Френкеля - Эйринга вязкости плотных
87
коллоццов 91
б. Динамика полимеров 96
§ 26. Модель рептаций 96
§ 27. Модуль Юнга сетки квазисшивок 100
§ 28. Трубка в модели реітгаций 102
§ 29. Вязкость полимерного расплава 104
Список использованной литературы 105
Зубарев Андрей Юрьевич 
Елфимова Екатерина Александровна 
Искакова Лариса Юрьевна
КОНТИНУАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ 
ПРОЦЕССОВ ПЕРЕНОСА В БИОФИЗИКЕ
Учебное пособие
Редактор и корректор Т. А. Федорова 
Оригинал-макет Е. А. Елфимовой
План изданий 2009 г, поз. 42. Подписано в печать 05.11.2009.
Формат 60x84 '/)6. Бумага офсетная. Гарнитура Times.
Уч.-изд. л. 6,2. Уел. печ. л. 6,28. Тираж 100 экз. Заказ і& б '
Издательство Уральского университета. 620000, Екатеринбург, пр. Ленина, 51.
Отпечатано в ИПЦ «Издательство УрГУ». 620000, Екатеринбург, ул. Тургенева, 4.
ISBN 978-5-7996-0464-6
9*785799  6 0 4 6 4 6
9785799604646
